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AB. TRESSE. 



In troduetion. 

La notion dHnvariant différentid est une de celles qui se présentent 
le plus souvent dans les différentes branches de TAnalyse. On sait, par 
exemple, combien est féconde, dans la Géométrie des courbes et surfaces, 
la théorie de la courbure, c'est-ä-dire des invariants dififérentiels des courbes 
et surfaces par rapport au groupe des mouvements de Tespace; corament 
la courbure totale de Gauss, combinée avec les paraniétres différentiels de 
Beltrami, intervient heureusement dans la théorie des surfaces applicables. 

De nos jours, Halphen a déterininé les invariants des courbes, planes ^ 
et gauches^, par rapport aux transformations projectives; et c'est en gé- 
néralisant ces resultats que, reprenant les recherches de Laguerre' et 
Brioschi*, il est arrivé, dans son ménioire celebre **, ä construire les in- 
variants des équations différentielles linéaires par rapport aux transforma- 
tions ponctuelles qui n'altérent pas leur forme linéaire. 

* Halphen, Thése, Sur les invariants différentiels, Pariii, 1878. 

* Sur les invariants différentiels des courbes gauchcs, Journal de Técole poly- 
technique, 47™* Cahier. 

' Laouerre, Comptes rendus, t. 88, p. I16 et 224. 

* Brioschi, Bulletin de la société mathéroatique de France, t. VII, p. 105. 
^ Halphen, Sur la 7'éduction des équations différentielles linéaires aux formes inte- 

grables, Mémoires des savants ötrangers, t. 28. 

Ada nuUhetntUiea. 18. Imprimft le 26 septembre 1893. 1 



2 Ar. Tresse. 

La théorie des équations différentielles a encore fourni d^intéressantes 
applications des invariants différentiels a MM. Appell et Riveueau \ sur 
la transformation des équations de la forme 

^ _ ^o + ^1?/ + ■ . . + (hiir 

dx h^ + h^y 4- . . . + hpifP 

par la transformation 

ou sur des cas particuliers de ce probléme; a M. Roger LIOUVILLE^ sur 
la transformation ponctuelle de Téquation: 

y" + (i.y'^ + s^^y" + 3^3^' + <h = o. 

Dans toutes ces recherches s'est présenté ce resultat que les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que deux équations données puissent se 
ramener Tune a Tautre a Taidc d'une transformation de nature déter- 
minée, s'obtiennent par la considération d'un nombre fini dMnvariants 
différentiels. 

L'objet de ce travail est de généraliser ce principe. J'ai fait, dans 
ce but, application de la théorie des groupes de M. Lie, laquelle se préte 
admirablement a Tédifieation d'une théorie générale des invariants diffé- 
rentiels. Cest ce qu'a commencé M. Lie lui-méme, dans plusieurs re- 
cherches ou il avait principalement en vue la détermination de ces in- 
variants^; c'eist aussi ce qu'ont indiqué dans deux notes, assez bréves, 
mais fondamentales, Halphen"^ et M. Goursat\ 



* Appelj., Sur les invariants de quehjues équations différentielles, Journal de math., 
4™^ serie, t. S. 

RiVKKEAU, Sur les invariants de ceitaines classes d^équations homogénes par rapport 
(t la fonction inconnne et d ses dérirées, Thése, Paris 1890. — iSur les invariants de 
quehpies équations différentielles, Journal de niath., 4"*^ serie, t. 8. 

* RodER LiouvnxE, Sur les invariants de certaines équations différentielles, Journal 
de Técole polytechnique, 59"*® cahier. 

* Voir, entré autres, Lie, Uber Differentialinvarianten, Math. Annalen, t. 24. 

* Halphex, Sur Vexisien^e des invariants, Lottre h M. Sylvester, American 
journal of matheniatics, vol. 9, p. 137. — Voir, & ce sujet, Lie, Die Begriffe 
Oruppe und luvar iante, Leipziger Berichte, 1887. 

^ GouRSAT, Sur les invariants des équations différentielles, C. R., t. 107, p. 898. 
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M. Lie a établi comment, en general, il existe des invariants dont 
le nombre croit indéfiniment avec Tordre. J'ai démontré quil existe, dans 
chaque cas, des procédés, paramétres différentiels ou operations invariantes, 
perraettant, étant connus des invariants, d'en déduire de nouveaux; et 
que, étant déterminé un nombre fini d*in variants, on peut, par ces pro- 
cédés, obtenir tous les autres. Il en résulte que les conditions nécessaires 
et suffisantes pour que deux multiplicités de raéine nature puissent se 
ramener Tune a Tautre par une transformation du groupe, sont définies 
par un nombre encore limité de ces invariants. 

Ce travail est divisé en trois parties. Dans la premiére, j'établis une 
proposition, fondamentale pour la suite, savoir, que Tétude d'un systéme 
d'équations aux dérivées partielies se réduit toujours a celle d'un nombre 
fini d'équations; puis, je rappelie les propositions générales de M. Lie, 
sur les groupes définis par des systémes d'équations aux dérivées partielies, 
groupes que j'appelle groupes de Lie. 

Dans la seconde partie, je montre comment les invariants d'une 
multiplicité se déduisent immédiatement des équations de definition du 
groupe, et je rappelie comment M. Lie, partant des transformations in- 
finitésimales^ obtient ces invariants par Tintégration de systémes complets. 
Puis j'établis les propositions concernant les systémes finis d^invariants. 

Enfin, dans la troisiéme partie, je montre comment la notion d'in- 
variant différentiel s identifie avec celle de forfne réduife, celle-ci pouvant 
méme guider le calcul des invariants. Je termine par la détermination 
des invariants d'une surface, par rapport aux transformations conformes 
*de Tespace, d'une part, et aux transformations projectives, d'autre part; 
puis, par celle des invariants déja obtenus par une voie toute différente 
par M. Roger Liou ville dans le probléme quil a traité. 

J'ai entrepris ces recherches sur les conseils de mon tres illustre 
maltre, M. Sophus Lie, qui m'a initié a ses théories si fécondes et 
aujourd'hui si vastes des groupes de transformations. Qu'il me soit permis 
de lui en exprlmer ici ma plus vive reconnaissance! 
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PREMIÉRE PARTIE. 



CHAPITRE I. 

Propriété générale des syatemes d^équations 

aux dérivées partielles. 

1 . On appelle multipUcité å n dimensions cCun espace ä n -{- p dimensions 
un systéme de p fonctions z^ ^ z^ , . . . , JSp de n variables indépendantes 

Si une telle multiplicité satisfait a une ou plusieurs équations aux 
dérivées partielles, entre les Xy les z et leurs dérivées, elle satisfait aussi 
aux équations qui s'en déduisent par diflférentiation. En 8'élevant aux 
ordres supérieurs, on obtient de la sorte un nombre illimité d'équations; 
si on ne considére pas celles-ci comme distinctes des premiéres, il y a lieu 
de se demander 8'il peut exister des systémes comprenant un nombré 
illimité d'équations ainsi distinctes, et sMl peut exister des multiplicités 
définies comme solutions de pareils systémes illimités d'équations. 

Nous verrons qu'il n'en est rien. Par exemple, on sait^ que la 
condition nécessaire et suffisante pour que la solution générale d*un 
systéme d^équations aux dérivées partielles ne dépende que d'un nombre 
fini de constantes arbitraires, est que Ton puisse a Taide de ces équations 
exprimer toutes les dérivées d'un certain ordre des z^ en fonction des 
dérivées d*ordre inférieur, des x et des z. Un pareil systéme est néces- 
sairement limité. 

2. Considérons d'abord le cas simple d'une seule fonction z de deux 
variables, x et y, définie par un systéme donné d'équations aux dérivées 



* Voir, Lie, Thcaric der Träns formationsgriippen, Ereter Abschnitt, p. 179. 
BouRLKT, Sur les équaUons aux dérivées partielles simulianécSf ADnales de Técole 
normulc, 1B91, Suppl. 
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partielies. Considérons les équations d'ordire Ä de ce gyetéme, et mettons- 
les sous une forme canonique, en les résolvaot par rapport k une ou 
plusieurs dérivées d'ordre Ä, 



Zx^^y"- 



de telle fa9on que la fonction 
^i ■3a.*-a' telles que Ton ait 



, ne contienne que des dérivées d'ordre 



Une pareille réduction est toujours possible. De plus, les équations d'ordre 
supérieur, qu'on en déduit par différentiation, se présentent encore sous 
forme canonique. 

Représentons alors dans un plan, la dérivée 
Za^ par le point de coordonnées a , /9: les déri- / 
vées d'un méme ordre sont situées sur une droite: 

a; + y = const. 

La présence, dans le sysiéme canonigite, d'une 

équation résolue par rapport ä ^„^, entrafne, pour 

les systemes d'ordre supérieur, celle d'équations résolues par rapport ä 

toutes les dérivées, dont les points représentatifs sont situés dans Tangle 

formé par les paralléles aux axes menées par le point a , ^, ou sur ces 

paralléles. Si donc il y a des équations résolues par rapport ä une ou 

plusieurs dérivées d'ordre k: 

(O ^»,.*-«, 1 2a„*-a,, ■■■. ■?..,«-«, 




on aura, a partir d'un certain ordre, des équations résolues par rapport 
å toutes les dérivées de js , 2aj> excepté pour 



« < a. 



p<l 



il peut méme se presenter plusieurs équations ré- 
solues par rapport ä une méme dérivée z„y, il 
nous suffit de ne conserver qu'une seule d'entre 
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elles, celle, par exemple, qui 8'obtient en différentiant la dérivée d'indice a 
le plus élevé, panni les dérivées (i). 

Le nombre des dérivées qui ne figurent pas dans les premiers membres, 
pour un ordre déterminé, est alors constant quel que soit cet ordre, et 
egal a h — a^ + ä^- Si alors le systérne n'est pas limité, c'est qu'il y a 
lieu d^ajouter des équations nouvelles, lesquelles, combinées avec les 
précédentes, peuvent se mettre encore sous forme canonique. Or, apres 
h — a, + »7 équations nouvelles, au plus, on trouve un ordre 5, tel que 
toiites les dérivées d'ordre s et d'ordre supérieur de z s'expriinent en 
fonction des dérivées d'ordre inférieur. Le systérne est alors nécessairenient 
limité, et toute équation nouvelle, ajoutée aux précédentes, se raméne a 
une équation d'ordre inférieur ä 5, laquelle peut étre ou n'étre pas 
analytiquement indépendante des premiéres. Dans tous les cas, le systérne 
est donc limité. 

3. La proposition subsiste dans le oas d'une multiplicité, que j'ap- 
pellerai de deuxiéme espéce, formée de p fonctions z^ , z^ y . . . y Zj, dépendant 
chacune de detix variables indépendantes, a?, , y, , pour z^ y x^j y^ pour 
z^ , . . . y x^y 1/j, pour Zj,: ces variables peuvent d'ailleurs ne pas étre toutes 
différentes. Ici, on dressera encore une liste des dérivées d'ordre A, en 

rangeant d^abord celles de ^\ j ^i,a^ \^i,afl "= "^ -k) suivant les indices a 

décroissants, puis celles de z^ , de la méme maniére, et ainsi de suite. En 
suivant cette liste, on peut mettre les équations d'un méme ordre A, que 
comprend le systérne, sous une forme canonique, c'est*a-dire, en les résol- 
vant par rapport aux dérivées d'ordre h\ 

de telle fa9on que les dérivées d'ordre Ä, qui figurent dans ipi^a,h-.a sui- 
vent Zi^a,h-a dans la liste. Cette forme a encore la propriété manifeste de 
rester canonique apres diflférentiation. 

Dans les premiers membres de ces équations figurent par leurs déri- 
vées une ou plusieurs fonctions z. D'aprés le paragraphe précédent, on 
ne peut ajouter qu'un nombre fini d équations nouvelles, résolues par rap- 
port aux dérivées de ces fonctions. Si donc le systéme nest pas limité, 
on fera apparaitre, apres un nombre fini d'additions d'cquations nouvelles, 
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une on plusieurs fonctions nouvelles Zj et ainsi de suite. Fiimlement, on 
aura dans les premiers membres, toutes les fonctions Zj apres quoi, en 
ajoutant encore un nombre fini d^équations nouvelles, on arriverait a ex- 
primer toutes les dérivées d'un certiiin ordre en fonction des dérivées 
d'ordre inférieur. Sous cette forine, le systéme est alors nécessaire- 
ment ImiUé. 

4. Pour généraliser la proposition, je la supposerai établie pour toute 
raultiplicité de n — i*^"'*' espéce, et Tetendrai ä celles de n*^*"® espéce. 

Soit, celle-ci, formée de jp. fonctions, z^jZ^j...^Zp^ chacune de n 
variables indépendantes, Zi^ par exeinple, étant fonction de rr^^i, rr^g, ..., x^^^. 
On posera 

9^iM oXi^^ . . . dXi^n 

Comuie dans les cas précédents, on dressera une liste des dérivées d'un 

méme ordre, en rangeant les dérivées de z^ , i2^i,«,,«, «• suivant les indices 

Äj décroissants, celles ayant méme indice a^ , suivant les indices a, dé- 
croissants, et ainsi de suite, et de méme pour les fonctions suivantes 
z^j . . . ^ Zp. D'aprés cette liste, il est encore possible de mettre les équa- 
tions d'ordre h sous une forme canonique se conservant par différentiation: 

les dérivées d ordre h qui figurent dans (pi,a,,a,,...,a. suivant ^,-^^,^ ,^ sur 

la liste. 

Cela fait, supposons que la fonction Zi figure dans Tun des premiers 
membres de ces équations, par sa dérivée ^^^^^^^^ ,,^. Dans les équations 
d'ordre supérieur, on a, par le fait, des équations résolues par rapport ä 
toutes les dérivées de ;2'.^ ^ „ . Nous considérons Tensemble des autres 
dérivées de Zi, d^ordre h et d'ordre supérieur, comme appartenant ä une 
multiplicité de w — i***"® espéce, définie comme il suit. Prenons comme 
fonctions les dérivées de Zi^ d'ordre h, distinctes de ;?,-,a„a„ .,«/, et soit 
^iii^,...jn lune quelconque d'entre elles: Tun au moins des indices y9 ost 
inférieur a Tindice a correspondant, car on a: 

Ä + A + • • • +Pn = «! + »2 + • • • + ««• 



elles, celle, par exemple, qui 8'obtient en différentiant la dérivée d'indice a 
le plus élevé, panni les dérivées (i). 

I^e nombre des dérivées qui ne figurent pas dans les premiers menibres, 
pour un ordre déterminé, est alors constant quel que soit cet ordrc, et 
égal ä h — Oj + a,. Si alors le systéine n'est pas limité, c'e8t qu'il y a 
lieu d'ajouter des équations nouvellep, lesquelles, combinéea avec les 
précédentes, peuvent ee niettre encore sous forme canonique. Or, apres 
h — o, + o, équations nouvellee, au plus, on trouve un ordre s, tel que 
toiites les dérivées d'ordre s et d'ordre supérieur de s B'expriment en 
fonction des dérivées d'ordre inférieur. Le systéme est alors nécessatremenl 
limité, et toute cquation nouvelle, ajoutée aux précédentes, se ruméne ä 
une équation d'ordre inférieur ä s, laquelle peut étre ou n'étre pas 
analytiquemcnt indépendante des premiéres. Dans tous les cas, le systéine 
est donc limité. 

3. La proposition subsiste dans le cas d'une niultiplicité, que j'np- 
pelierai de deuxtétne espéce, formée de p fonctions s^ , g^, . . . , z^, dépendant 
chacune de detix variables indépendantes, x, , i/, , pour z^ , x^, y^ pour 
z^, . . . , x^,, I/p pour z^,: ces variables peuvent d'ailleurs ne pas étre toufes 
diftérentes. Ici, on dressera encore une liste des dérivées d'ordre h, en 

rangennt d'abord nelles de ^i , «i,a^ (^i,^^ = ,,-7-5) sulvant les indices a 
décroissants, puis celles de z,, de la inéme maniérc, et ainsi de suite. En 
suivant cette liste, on peut mettre les équations d'un mérae ordre h, que 
comprend le systéine, sous une forme canonique, c'e8t-ä-dire, en les résol- 
vant par rapport aux dérivées d'ordre h: 

de tcUe fa9on que les dérivées d'ordre h, qui figurent dans »pi,,,^..^ sui- 
vent (ii,„i^„ dans la liste. Cette forme a encore la propriété manifeste de 
rester canonique apres différentiation. 

Dans les premiers membres de ces équations figurent par leurs déri- 
vées une ou plusieurs fonctions z, D'aprés le paragraphe préccdent, 
ne peut ajouter qu'un nombre fini d'équations nouvelles, résolues par 
port aux dérivées de ces fonctions. Si donc le systéme n'est p 
on fera npparaitre, apres un nombre fini d'additions d'équations nouvi 




uiie i'ii pluäieurs fonctiona rf-n- 
auri diiiiä les pniinierii in^r.*, ■" 
ijouiant encore un uoinbr': n*. 
j.rimer toutea lea dirivé':^ '. i 
dOnlre inférieur. Sixiii fÄ-.v 
inent iimitt. 

4. Pour gfinémliä^r .j, :r: 
multiplicitc de n — r"'" ^>- - 

Soit, celle-ci, forTi.^>; :■■ 
variabks indéptudantes), z . ti,* 
On posera 



rkhoformitioiiS' 

. .\Ui. KioBlemeirt. «i 
.;.<. z, upres quoi. ä 

^., <»ti arriverait & 0- 
;'/fii;t.ifiii des dérivéeä 
^■^. iiliiw iiécessaipe- 



ui i-laliliu pouf t"»* 
,1,. »I""' Mpéce. 



Coniiiie dana les ras pr^^i^f 
uu-ine ordrc, en riin;(<-aii* . 
a, dci-roisäants, eellf.-a ava: • 
croissants, et ainsi d*: ^.' 

S, . - . . . ij,. D'llprfS (3;tf«: 

tioiiä d'ordre fc bou» utj.- •"-. 



„„Viif.I I^ «^-^ 



k'3 dérWées dordre h ',,: v»- 
la liste. 

Cela fait, Bupposfrf^ -^^ ^ 
membrea de ces équ«>^^. '^., 
d'ordre aupérieur, on t j«, , / 
'--te* les dérivétt 4!'/|7 ' ^ 
[vées de a„ J-Qf^^ ^"^ 
tipHcité de «~ ,•- ^^ 
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Si, y9^ < a„, on considére seulement les dérivées de ^»,^,.^„...,^, prises par 

rapport a x^y x^, . . . , x^_iy et non ä x^. Panni les autres ^s?,-,^,,^, ^, on 

prend celles pour lesquelles on a: y9„_i < a„_i, et on considére toutes 
leurs dérivées, sauf celles prises par rapport a a;„__i, et ainsi de suite. 
De cette fa9on, on fa it entrer toutes les dérivées de ;?,, d'ordre egal ou 
supérieur a Ä, qui ne sont pas dérivées de -8r^>„a,,...,a>, dans une multiplicité 
de n — i*^™® espéce, car une telle dérivée a Tun au moins de ses in- 
dices inférieur au nombre correspondant de la suite äj , a, , . . . , a„. De 
plus, cette multiplicité de n — i^*"® espéce ne comprend aucune dérivée 

On fera ainsi pour toutes celles des fonctions z^jZ^y...,Zp qui fi- 
gurent dans les premiers membres du systéme (2). Or, d'apré8 ce qui a 
été admis sur les multiplicités de n — i**"® espéce, on ne peut ajouter 
qu'un nombre fini d'équations nouvelles résolues par rapport aux dérivées 
de ces fonctions, ainsi mises a part: il en est méme certaines qui sMntro- 
duisent nécessairement, celles qui expriment que deux des dérivées de la 
multiplicité de n — 1**°** espéce sont identiques. Si donc le systéme n'e8t 
pas limité, on fera apparaltre, dans les premiers membres, apres un nombre 
fini d'addition8 d'équations, une ou plusieurs nouvelles fonctions z^ et iiinsi 
de suite. Finalement, on arriverait encore a un systéme nécessairement 
limité, permettant d'exprimer toutes les dérivées d'un certain ordre en 
fonction des dérivées d'ordre inférieur. Donc: 

Théoréme I. TJn systéme d'éqtiations aux dérivées partielles étant défini 
d'une maniére qtielconque, ce systéme est nécessairement limité, cest-ä-dire 
quil existe un ordre fini s, tel que, toutes les équations d'ordre supérieur ä 
s que comprend le systéme, se déduisent par de simples différentiations des 
équations d' ordre egal ou inférieur å s. 

5. La méthode suivie dans cette analyse conduit a d^autres resultats. 
En différentiant les équations d'un systéme canoniq?ie, on a négligé ce 
fait qu'une méme dérivée peut^ dans certains cas, s'exprimer de plusieurs 
maniéres différentes, pour n'envisager qu'une seule de ces expressions. Si 
on exprime que ces différentes valeurs doivent étre égales, on forme ainsi 
des équations, qui, si elles ne sont pas des conséquences analytiques de 
celles déja connues, appartiennent a la catégorie des équations nouvelles 
qu'il faut ajouter au systéme. 
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Dans le cas ou ce procédé n'ajoute pas d^équations nouvelles, on dit, 
ou que les conditions cFintégrahilité sont satisfaites, ou que le systéme est 
complétement intégrabh, ou qu'il est en involution, 

D^aprés cela, étant donné un systéme quelcpnque de p équations aux 
dérivées partielles, on peut, selon la marche suivie, le mettre sous forme 
canonique, puis diflferentier ses équations, et exprimer, s'il y a lieu, les 
conditions d'intégrabilité. Nos raisonnements inontrent que, en suivant 
cette voie, on arrive, apres un nombre Hmité cPopérations, ou ä un systéme 
completenient intégrable, ou a un systéme définissant toutes les dérivées 
d'un certain ordre 5, en fonction des dérivées d'ordre inférieur. Si on 
différentie ces équations d'ordre 5, puis qu'on écrive les conditions d*inté- 
grabilité relatives aux dérivées d'ordre s + i , o^ bien on.trouve qu^elles 
sont des conséquences analytiques des équations d'ordre egal oU inférieur 
ä 5, ou bien on obtient de nouvelles équations d'ordre s ou inférieur. 
Dans ce cas, on ajoute ces équations au systéme proposé, et on répéte 
les mémes operations. Finalement, les dérivées d'ordre au plus egal ä s 
étant en nombre fini, on arrive, apres un nombre limité et operations, ou 
ä un systéme incompatible, ou ä un systéme complétement intégrable, 
dont la solution généralene dépend alors que d'un nombre fini de con- 
stantes arbitraires. Donc: 

Théoréme II. Etant donné un systéme qmlconque d' équations aux déri- 
vées partielles, on petit, apres un nombre limité de différentiations et d^élimina- 
tions, ou bien montrer quUl est incompatible, ou bien le mettre sous forme 
d*un systéme complétement intégrable, dont la solution générale dépend 
alors, suivant les cas, de fonctions ou de constantes arbitraires, 

6. Kexistence des solutions de ces systémes complétement intégrables, 
dans toute leur généralité, a fait Tobjet de plusieurs travaux remarquables, 
particuliérement de MM. Meray et Riquier^ et Bourlet', qui ont con- 
tinué les sa vantes recherches de Cauchy, de M. Darboux^ et de M"® de 
KowALEVSKi*. Le développement de ces travaux n'a pas place ici; j'en 

* Meray et Riquier, Annales de Técolo normale supérieure, 189O. 

* Bourlet, loc. cit. 

^ G. Darboux, Comptes rendus de racadémie des scicnces, t. 80, p. 
lOl et 317. 

* SoPHiE von Kowalevski, Journal de Crelle, t. 80. 

Ada mathematica. 18. Imprimé le 20 septeuibre 1898. 2 
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retiendrai seulement, pour Tutilité de ce qui suivra, ce fait que la solu- 
tion générale d'un systéme complétement intégrable dépend de fonctions 
ou de constantes arbitraires. Je reiiiarquerai de plus, ce qui est encore 
un resultat des travaux que je viens de citer\ que les équatlons d'un 
systéme complétement intégrable permettent de former les développements 
en series des solutions; les coefficients de ces series, c'est-a-dire les valeurs 
que prennent, pour un systéme donné x^q , iCao > • • • > ^mo > ^^ valeurs des 
variables indépendantes, les fonctions z et le urs dérivées, sont assujettis 
seulement a satisfaire aux équations du systéme, de telle sorte qu'un 
certain nombre d'entre eux peuvent étre choisis arhitrairement, sous cer- 
taines conditions de convergence seulement. 



CHAPITRE II. 

Les groupes de Ide. 

I. Je rappelie d'abord quelques definitions ^ Etant données n 
variables, ou coordonnécs d'un point d'un espace i2„ a n dimensions, 
.Tj , rr^ , . . . , .T^, considérons n autres variables rrj , .r^ , . . . , x'„j définies en 
fonction des premiéres par les équations: 

(i) x\ = fiix^ , rr, , . . . , a;,,). {i-hK..^o 

Si inversement, on peut résoudre ces équations par rapport aux x en 
fonction des .r', on dit qu elles représentent une transformation, substituant 
les x' aux x, Une transformation peut étre considérée, soit comme un 
simple changement de variables, soit comme une transformation ponctuolle 
de Tespace R„ en un autre espace R'^. Ainsi, les équations: 

x' = X cos a — y sin a , ?/' = x sin a + y cos a 



* BOURLET, loc. Cit., p. 52. (Suppl.) 

* SOPHITS JiiE, Theorie der TrannformathnsijruppeHy Krster Abschnitt, Eioleitung. 
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représentent, soit un changement de coordonnées rectangulaires, soit une 
rotation du plan autour de Torigine. 

Etant défini un ensemble de transformations, on dit qu'il constitue 
un groupe de transfomiations^ si la succession de deux d'entre elles, 
eflfectuées Tune apres Tautre, constitue encore une transformation de 
Tensemble. 

Nous supposerons toujours, avec M. Lie, que toute transformation (i) 
d'un groupe vérifie un systéme d'équations aux dérivées partielles entré 
;rj , Xj , . . . , rr„, d'une part, x[ , r.^ , . . . , r,', considérées comme fonctions 
des variables précédentes et leurs dérivées, d'autre part, et que, récipro- 
quement, toute solution d'un pareil systéme définit une transformation 
du groupe. Nous supposerons en outre que ce systéme n'est formé que 
d^équations analytiques par rapport ä tous les arguments, variables, fonc- 
tions et dérivées .qui y figurént, et qu'il est irréductihle. J'appellerai 
groupe de Lie, un groupe ainsi défini; il est fini ou infini, suivant que 
sa transformation générale dépend de constantes ou de fonctions arbitraires; 
il est continUj c'e8t-a-dire, que Ton peut passer de Tune quelconque de ses 
transformations a une autre par une variation continue de ces arbitraires. 

2. Quant au systéme d'équations qui définit les transformations du 
groupe (i), je supposerai toujours qu'il est mis sous forme complétement 
intégraUe, operation que Ton sait efifectuer; alors, si le systéme est d'ordre 
N^ toute équation d'ordre. inférieur ou egal a Ny que Ton pourrait dé- 
duire de ce systéme par des différentiations, suivies de Télimination des 
dérivées d'ordre supérieur a iV, est nécessairement une conséquence ana- 
lytique des équations de ce systéme; en outre, toute équation d'ordre 
supérieur a iV, satisfaite par toutes les solutions de ce systéme, se déduit 
nécessairement par diflférentiation des équations de ce systéme. Soit, ce 
systéme, formé de p équations: 

(2) W^ä(^i J • • • > ^n > ^\ 9 '"9 ^n 9 ' • • 7 ^t,a,,C4,...,a, y • < •) = O r*- 1,2,. .../>) 

en posant: 



12 Ar. Tresse. 

Il comprend fi^ équations distinctes dordre zéro, /i^ équations di- 
stinctes d'ordre un , . . . j fxj^ équations distinctes d'ordre JV", c'est-ä-dire que, 
des /ig équations d^ordre K, par exemple, on ne peut pas déduire d'équa- 
tions d'ordre inférieur par élimination des dérivéés d'ordre K] ces /ig 
équations coinprennent d'ailleurs celles qu'on obtient en dififérentiant les 
équations d'ordre K — i. On a: 

P = P^o + f^i + -' + Mn 

et le groupe est fini^ si /ij^ est egal au nombre des dérivéés d'ordre Ny 
infini, s^il lui est inférieur. 

On pourra d'ailleurs/ suivant les cas, supposer le systénie (2) pvolongé 
jusqu'ä un ordre Q supérieur ä iV en, lui adjoignant les /i^^^^ équations 
distinctes d'ordre N -^ \ ^ /ij^^^ d'ordre JV + 2 , . . . , /i^ d'ordre §, qui se 
déduisent des /ly équations d'ordre N, par 1 , 2 , . . . , Q — N dérivations 
successives. Quand nous parierons des équations du systéme (2), d'ordre 
au plus egal a K^ ce nombre K pourra étre quelconque, inférieur, egal, ou 
supérieur a N] et il faudra entendre par lä Tensemble des /i^ équations 
d*ordre o , /i^ d'ordre i , . . . , /i^ d'ordre Ky qui viennent d'étre formées. 

Ces équations peuvent prendre une autre forme qui nous sera utile 
dans la suite. Les /i^ équations d'ordre zéro n'entrainent pas de relation 
entré x^ , x^ , . , . ^ x^ seulement, de sorte qu^elles permettent d'exprimer 
un certain nombre des fonctions x[ ^ x'^ y . . . j x'^j en fonction des autres 
et de x^ ^ x^ /. . . y x^ ; plus généralement, elles permettent d'exprimer 
x\ ^ x\^ , . . y-x*^ en fonction de rCj , ajj, , . . . , rc„ , et de e^ paramétres, 
A? , A2 , . . . , A?^, que j'appellerai paramétres d' ordre zéro: 

(^0) ^h = 9h{^\ > ^2 > • • • j ^1. > ^^ >^^ • • • . O • (Ä«i.».....».) 

Ensuite, les /i^ équations du premier ordre donnent certaines des dérivéés 
du premier ordre en fonction des autres, de rCj , o^^ , . . . , rr„ , .^1 , 0:3, . . . , ^i; 
ou mieux, elles donnent les dérivée^ du premier ordre, en fonction de 
a:j,ir3, .. .,rr„, AJ,/J, ...,AJ^, et de s^ paramétres nouveaux A}, AJ, ..., AJ^, 
dits paramétres du premier ordre: 
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Et ainsi de suite,' jusqu'a un ordre quelconque IST, les dérivées d^ordre K 
8'expfimant en fonction de rCj , rr, , . . . , a;„, des s^ paramétres d'ordre zéro, 
Sj d'ordre mw, . . . , et de S/^ paramétres (P ordre Kj P.f , A^, . . . , Af : 

(A = l,2,...,ii) (a, + aa+... + ff,= /f) 

L'enscinble des équations {A^) , (^J , . . . , {Aj) est équivalent au systéme 
(2) pris jusqu a Tordre K. 

Dans les fonctions (p qui figurent dans ces équations, les paramétres 
X sont essenliéls, c'e8t-a-dire qu il n'existe pas de fonctions des X et de 
iTj , r^j , . . . , rr„, en nombre inférieur a e^ + ^i + • • • +^a> telles que les ^ 
puissent s'exprimer ä Taide des x et de ces fonctions seulement. Il en 
résulte que les équations {A^) peuvent étre résolues par rapport a AJ, AJ, ..., A^^, 
les équations (-4,), par rapport a Al , AJ , . . . , Aj^, et ainsi de suite, pour 
tout systéme de valeurs des x' satisfaisant aux équations (2). 

Notons en outre qu'on peut toujours trouver au moins une solution 
des équations (2), représentée par des fonctions x[ , x^ , * . . y x'„, qui pren- 
nent, ainsi que leurs dérivées, dans le voisinage d'un point quelconque: 



X^ — *^10' *^2 *^30 ' • • • > *^n — »^ 



nO 



des valeurs définies par les formules {A)y oii Ton donne aux Å des valeurs 
arbitraires, et aux x, les valeurs x^^ , x^^, . . . , x„q. 

3. Cela pose, soit T une transformation déterminée, mais quelconque, 
du groupe: 

X^ ^== li\P^\ > *^*i ? • • • J '^nj (»"1, 2... .,11) 

et effectuons sur les x' le changement de fonctions défini par la trans- 
formation T: 

Les x', fonctions de rr^ , ir^ , . . . , a;„, et leurs dérivées, 8'expriment en fonc- 
tion des x' et de leurs dérivées, et réciproquement, les équations (3) étant 
résolubles par rapport k x[ y xi^ , . . . , x'^. Le systéme (2) se change ainsi 
en un systéme: 
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et les équations (A) se transforment en des équationa (:/(') 

\^o) ^Ä = f^A V^l J ^3 > • • • > ^M J ^1 > ^2 > • • • ? ^5o) 



oii les paramétres X Ront encore essentiels dans les fonction ^, car si leur 
nombre pouvait s'abai8ser, il en serait de mcme, en revenant aux fonc- 
tions initiales x', pour les fonctions ^. 

Toiite solution de (2') se déduit d'uTie solution de (2) par la trans- 
formation (3), de sorte que, si 

est la solution générale de (2), celle de (2') est: 

(5) *; = fi{I'\ , ^^'2 » . . . , K) = 6^*K , .'^a , . . . , ^.). 

Or, ceci reprcsente la transformation obtenue par la succession des trans- 
formations (4), puis (5), toutes deux appartenant au groupe. Par suite, 
toute solution de (2') satisfait aussi aux équations: 

systéme qui peut se mettre sous la forme: 



( Å"\ r' — rr (t t y^ y^ y^ y^ y^ ;'^\ 

ou figurent e^, + s, + • • • + ^ir paramétres essentiels nouveaux AJ®, . . . , A^é", 
^iS • • • ) KU • • • ? K' 9 • • • > K^' A tout systéme de valeurs attribuées aux 
X et aux \ dans les équations (-4') correspond donc, dans les équations 
(^") un systéme de valeurs des x et des A', qui rend les seconds membres 
de (-4") égaux respectiveraent a ceux de {A!)\ 

\P) ^A.öi,«4,...,a«\^l > • • • > ^n > ^1 > • • • > A«o ' ' • * > ^1 » • • • » K^ 

^^ f^A,ai,a„...,o«V'^l > • • • > ^n > ^1 > • • • > ^5o ' • • • > ^1 3 • • • > ^«|f/> 

les X ayant mémes valeurs dans les deux systémes. 
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Ces équations (6) peuvent donc étre résolues par rapport aux X et 
sont compatibles. Elles donnent pour les différents ordres successifs: 



(7) 



Aj = Ijf [X^ ? •'^2 > • • • > ^n J ^'1 > • • • J ^e» > ^'1 > • • • » ^^sj (i-l,2,...,5|) 
A,- -LJ^ \^l j y U'2 j . • . 5 a-^ ? '»1 • • • • > '^Sj ' ^'1 > • • • 7 ''fj > • • • ? '^l > • • • > '^f»-/ ^ '^'' 



ou les fonctions Xf ne dépendent que des paramétres A, d'ordre au plus 
egal a K, Inversement on peut résoudre ces équations (7) par rapport 
aux A; car, 8'il en était autrement, elles entraineraient au moins une rela- 
tion de la forme: 

laquelle serait ainsi conséquence des équations (6). Alors, en substituant 
dans les fonctions ^ les paramétres X aux paramétres A, on pourrait, 
dans ces fonctions ^, abaisser le nombre des paramétres en vertu de la 
relation précédente; et ceci est impossible, puisque les A sont essentiels 
dans les fonctions ^. 

Les formules (7) établissent ainsi Tidentité des systémes (-4') et (-4"), 
ou encore Téquivalence des systémes (2') et (2"). Donc: 

Théoréme I. Les équations de definition des transfomiations d^un 
grtmpe de Lie restent invariantes lorsquon effectue sur les x', un changenient 
de fonctions défini par une transformation qudconque du grpupe. 

m 

4. Par une marche paralléle, on pourrait résoudre les /i^ équations 
d*ordre xéro par rapport aux variables ic, , .r^ , . . . , o:^, car elles ne peu- 
vent cntratner de relation entré les fonctions rtj , 3^2 » • • • > ^i> toute trans- 
formation ayant nécessairement une inverse. On formerait ainsi un systéme 
analogue au systéme (A). En effectuant alors sur les variables indépen- 
dantes x^ y x^y . . . , x^y la transformation inverse de T: 
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le systeme (2) se changerait en un systeme équivalent au suivant: 

oii les dérivées t^^^,^ ^ sont prises par rapport aux variables ^j , S^ , . . . , x„. 

Donc: 

Théoréme II. Les mémes équations restent invariantes^ par un chan- 
ge^nent de variables indépendantes, défini par une transformation inverse d^une 
transformation gtielconque du groupe. 

5. Il se déduit de lä de nou velies conséquences. Les systémes (2) 
et (2') ont mémes solutions, et en particulier, la suivante: 

correspondant ä la transformation T. On peut donc dans (4), disposer 
des fonctions F, c'est-a-dire trouver une transformation 8 du groupe, 
de fa9on que les relations (5) deviennent: 

Ceci exige: 

F = X . 

ce qui fait apparaltre, parmi les transformations du groupe, la transforma- 
tion identique. Ensuite, puisquMl en est ainsi, on peut déterminer S de 
fa9on que Ton ait: 

5; = /;.(F,,F,,...,F,) = rr,. 
Ceci exige que les fonctions F satisfassent aux identités: 

et alors la transformation S donne: 



/ 
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cest a-dire, qu^elle est inverse de T, transformation arbitraire du groupe. 
Donc : ^ 

Théoréme III. Tout groupe de Lie contient ia transformation identique 
et ses transformations sont deux å deux inverses. 

Ceci permet d'étabHr la réciproque des Théorémes I et II. Soit, en 
effet, T, une transformation, qui effectuée sur les fonctions x': 

Xi = fi[Xi , ir, , . . . , x„) 

laisse invariant le systéme (2). Ce systéme (2) étant satisfait pour la 
transformation identique: 

x^ ^^^ x^ 
aura donc aussi pour solution: 

c*est-ä-dire que le groupe contient la transformation T. En opérant de 
méme pour le changement de variables indépendantes, on voit finale- 
ment que: 

Théoréme IV. Un groupe de Lie étant défini par le systéme d'équations 
aux dérivées partielles, compUtement intégrable: 

la condition nécessaire et suffisante pour que ce groupe conlienne une trans- 
formation Ty est que cette derniére, effectuée, soit sur les variables indépen- 
dantes Xy soit sur les fonctioyis x' , laisse invariant le systéme (2). 



^ Jc dois cette demonstration de cette proposition ä I obligcancc de M. Enoel, qui 
a bien voulu me la communiquer. Je répéte dailleurs que tous les resultats de ce cba- 
pitre sont dus h. M. LiE, qui les a exposés en particulier dans Ic mémoire suivant: Die 
Grundlagen filr die T/icorie der unendliclien coniinnirlichen Träns formaiionsgruppen, Leip- 
ziger Berichte, 1891. 



Ada mathematica. IK. Imprimé le 7 oclobre 1893. 
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DKUXIÉME PARTIE. 



CHAPITRE I. 

Invariants et équatlmis invarinntes.^ 

I. Etant tlonnée, dans un espace R^ a r == n + P dimensions, une 
niultiplicité 3/, a n dimensions, définie par p fonctions z^ y z^y . , , j z^, de 
n variables indépendantes y^ , ?/2 > • • • > ^ni j^ me propose d'étudier les rela- 
tions qui existent entré M et les multiplicités qui s'en déduisent lorsqiron 
effectue sur Tespace i?,, les transformations d'un groupe de Lie, multi- 
plicités que j'appellerai homologues de M par rapport a ce groupe. 

Les X étant les coordonnées d*un point quelconque de JB^, et les x' 
cellcs d'un point de Tespace transformé -K^, les équations de definition du 
groupe définissent les x' en fonction des x\ il peut d'ailleurs se faire que 
les transformations du groupe portent seulement sur un nombre moindre 
m de coordonnées, les r — ni autres n*étant pas transformées : cela revient 
a considérer un groupe ii m variables, iCj , rr.^ , . . . , a?^ comme s'étendant a 
r — m variables de plus, a7„,^i , . . . , x/y il suffit d'ajouter a ses équations 
de definition les suivantes: 

•^m+l "^^ '^'mJfX y • • • > Xf. ^= Xf. 

et celles qui s^en déduisent par dérivation. 

La multiplicité M est donnée par Texpression de 2> ^^gs coordonnées, 
savoir: 

Z^ = X„^lj ^2 ^^ »^n + a? • • • > ^P ^^ '^r 

en fonction des n = r — p autres: 

( ' ) II \ ^^^ •'*! j !l'2 ^^ »'^a ' • • • > !/ti ^^ '^M • 



* Ces deux tcruics ont ici lo sons dos expressions souvciit eujplo^^ces de invariants 
alfsohis, et inrariants relatifs. 



Sur Ics iDvariaDts diiféreDticls des groupe» contiDUs de tratisforinatioDS. 10 

Alors, en transformant R^ en It'^ , 2> coordonnées, ^I , ^J > - - - j ^p sont fonc- 
tions des n autres 2/1 , y^ , . . . , y',, et représentent la niultiplicité trans- 
formée M': 



J ^r ^1 



(2) ,_ , ,__ ,_ , 

//l ^'l ? //2 »^2 > • • • » //r »^ r • 

Coninie nous Tavons déjii fait, nous classons les cquations du groiipe 
suivant Tordre, et nous les considérons jusqu'ä un ordre quelconque K; ^ 

\3) '''^A^^i > • • • ; '^r y *^'\ J ' • ' J ^'r 1 • • • > ^t,«,//o,...,ar ) ■ • V ^^^ ^ 

(A = 1 ,2,...,/») («! + a2+ ... +örr=^A') 

ou encore, en les prenaut sous forine paramétrique: 



V'*A'-U •*^a„«2,...,ar r»,ai,a-z,...,«r\**'l > •"> -^rJ '^l > •••) ^^s^^ '^l > •••? ^^1,1 • • • J '^l > ••*? ^^^k-\) 

(i--J,2,...,r) («, + <^i+... + Mr = A-I) 

(-^AV ^i,a„a.,...,ar ^^ f^>,öi,'it-^....,ar\'^l > ' ' ' > ^'rJ ^M > • • • ) ^-V * * * > ^M > • • • > ^5^'_i > ''m > • •• > ^»J^-} • 

(t=l,2,...,r) («| |«2+... + «r = A') 

Je ferai remarquer que, pour chaque ordre /l, le nombre s^- des 
paramétres Af , . . . , /f dépend seulement du nombre m des eoordonnées 
re, , . . . , ir„, les seules transforrnées, et reste le niéme quel que soit le 
nombre r — m des autres. 

Cela pose, si, dans les équations (2), on remplace les x' par une 
solution queleonque de (3), on obtient: 

Hl = / 1 \Hi f • • • > jj/n ) '^i > • • • > ^p) J • • • J Un^^ In \!/i J * ' ' y !/nJ ^\J • • • > ^p) 
(4) ^ 

^1 = tn-k-Alli y ' " ji/nj ^19 • " j ^p) y • • • > ^p ^^ fr\I/i > ' * ' y Uny ^\y • • • > ^p/ • 

Ces relations représentent un changement simultané de variables et de 
fonctions, qui met la multiplicité M sous la forme M'. Or, cest un 
resultat bien connu dé la théorie du changement de variables que 'les 
dérivées des z' par rapport aux y' peuvent sVxprimer en fonction des 
dérivées des z par rapport aux y, et des dérivées des fonctions f\ et 
que de plus, les dérivées d*un ordre quelconque K des /, s'expriment 
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eii fonction des dérivées d'ordre K et d'ordre inférieur des z et des /*. 
Ceci tombe eii défaut dans le oas seulement oii la transformation est telle 
qu'il y ait une relation identique entré yl , yj , . . . , yj^, ce qui se produit 
lorsque le déterrninant des expressions: 

A:: = -^ + > ^ ^/J-I.2,...,n) 

^^> p[ ^'p ^y^ 

ou les f ont les valeurs (4), est identiquement nul. Ceci n*a évideinment 
lieu que pour des multiplicités déduites de M par des transformations 
particuliérés, n ayant pas lieu dans le oas de M elle-ménie. Je laisserai 
de c6té, pour Tinstant, ces multiplicités particuliérés. 

Alors, si lon désigne par ^f, ^.f , . . . , z^^ les p^^- dérivées d'ordre K 
des z par rapport aux y, et par z[^\ z'/'\ .. ., z'/'^ les dérivées correspon- 
dantes des ^'; puis, si Ton remarque que les dérivées partielles des fonc- 
tions f ne sont autre chose que celles des x- par rapport aux o;, lesquelles 
satisfout aux équations (3), on aura les relations suivantes, données par 
Topération du changement de variables et de fonctions (4): 



\^A7 ^i — ^'t V-^l > • • • > ^/j, > • • • J -2?! , . . . , Zp^, , . . . 9 ^>,«,,a„...,ar J ' ' ') 

Ces formules deviennent, en remplacant les ^J,a„a,,...,«r P*^^ ^^^ yaleurs 
quelles ont en vertu des relations {Ä)y et par une extension de la 
notation, suivant Inquelle y^ , . . . , ^n > ^1 j • • • j ^p sont représentés par 

^'y-y 4o (fio = ^^ + P = O- 

(Cj) z'i^ = lo]{z'l,...,zl^jZ\ ,. ...,4, > ^iJ '-yK^y^^ly • • • > ^1,) (i- 1,2,...,/'.» 



(^A7 ^i — ^i \^ij * " y ^p^y " ' y ^i y ' " -> ^pj,y ^i j • • • > K^y • • • > '^l > • • • > ^^Sj) y ^*~ ^2»-'A'ä> 

nous leur adjoindrons les suivantes, qui ne sont autres que les relations 
{Aq) avec une notation différente: 
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Cela fait, supposons que Ton puisse éliminer les Å entré ces relations 
(C): en general, on pourra toujours choisir, le groupe étant donné, Tespace 
B^ et la multiplicité itf , de telle fa9on qu'il en soit ainsi, car le nombre 
des paramétres A étant fixé, il sufiFit pour cela de prendre le nombre r — m 
des variables x^^^ , . . . , rr^. suffisaniment grand. 

Le resultat de cette élimination dépend de la multiplicité M, les z 
et leurs dérivées étant des fonctions données de ^i , y^ , • . . , J/nj il dépend 
de Tordre le plus élévé des déterminants fonctionnels des seconds membres 
des équations (C) par rapport aux A, qui ne sont pas identiquement nuls, 
quels que soient ces A. Je supposerai d'abord que la multipUcUé initiale 
M soit la plus gériérale, a n dimensions, de lespace J2,., c'est-a-dire, qu'elle 
ne satisfait ä aucune équation aux dérivées partielles donnée a priori: en 
particulier, si, dans les équations (C^) , (6\) , . . . , (C^-), Tordre des déter- 
minants fonctionnels considérés, qui ne sont par identiquement nuls pour 
toutes les valeurs des arguments z\ y . . , j z^^j . . . ^ z^ j . . . y z^^j est egal a 
Sj,^f ces déterminants d'ordre Sj^ ne s'annulent pas, lorsqu*on y remplace 
les z et leurs dérivées par leurs valeurs en fonction de v/j , . . . , y„, dé- 
finies par la multiplicité M. En d'autres termes, M est telle qué Ton 
puisse résoudre les équations (C^) , (CJ , . . . , (6V) p^ir rapport au plus 
grand nombre possible de paramétres A®, A\ . . . , A^. 

Dans ces conditions, Télimination se fait par voie progressive. D'abord 
on élimine, si c'est possible, les A® entré les équations (C^), puis les A® et 
A^ entré les équations {C\) et (CJ, ce qui reproduit en particulier les 
équations obtenues dans lelimination précédente, et ainsi de suite. Le 
resultat se présente sous forme d^équations résolues par rapport a cer- 
taines des quantités /®, z'\ . . . , z'^\ {z[^, . . . , ^/,^, par exemple, pour Tordre 



zéro, z[\ . . . , zj,], pour le premier ordre, . . . , z[^', . . . , z^/^, pour Tordre K) 
en fonction des autres z'\ /*,..., z'^' et des z\ z\ . . . y z^': 

(J)\ *'l (^^{'y'^ *'0 ^'l ^'1 ^0 ^0 ^1 ^l \ /.• 1 o \ 

\1J^) 4i L7, V^;,^+i,. "%Zp^, »^/M+lJ •••>'^/!)i > '^1> •••>'^/>e» ^l^"")^pj (t- 1,7,...,/*,) 

chaque fonction 6?f ne dépendant que de dérivées d'ordre egal ou in- 
férieur a K. 
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Il est ä remarquer que ce irienie resultat aurait pu etre directement 
obtenu sous la inéiiie foriiie, sans passer par rinterinédiaire des équations 
{A) et (C), par rélimination directe des dérivées des o?', ajj,,^,^^,^^ entré les 
équations (B) et les équations de definition (3), classées suivant les ordres 
o 9 I , • • • 9 K, 

Inversement, si M' est homologue de J/, toute relation diflférentielle 
d'ordre K entré M' et M est une conséquence des équations {D^) ^ iP\)y 
. . . , (jDa)? si elle a lieu quelle que soit cette multiplicité homologue M'. 

Soit, en efifet, cette rejation: 

/■/-O o A' -A' -'O /O y/A' -'A'\ ^ 

c/ ^^1 , . . . , -ö^^ , . . . , ^1 , . . . , *^^. j *l j • • • ) -i^p^ » • • • j "^^l > • • • > "^^/jj^J — ^ • 

A tout element particulier de J/, représenté par les valeurs numériques 
de ses coordonnées, correspond un element de ilf', dont les valeurs nu- 
mériques sont données par les équations (C), ou les Xy avons-nous vu, ont 
des valeurs afbitraires. Ces deux systémes de coordonnées de M et de M\ 
satisfont, quels que soient les A, a la relation J"= o. Celle-ci est donc 
une conséquence des équations (C*), ou encore, puiqu*elle est indépendante 
des X, des équations (D), qui se déduisent des (C) par Télimination des A. 

2. Ces équations (/)) jouissent de propriétés rcmarquables. D*abord, 
M pouvant étre a elle-méme son homologue par la transformation iden- 
tique, elles sont identiquement satisfaites, quand on y fait, pour toutes les 
valeurs des indices i et K: 

/A- __ -A' 

Considérons ensuite deux multiplicités homologues de itf, quelconques, 
M' et 3f". D'aprés la propriété de groupe, M' est aussi homologue de 
iH". On verra plus loin que si Ton substitue M" a M dans les équa- 
tions (C), rélimination des Å se fait de la méme maniére. On peut donc 
établir entré M" et M' les mémes relations qu'entre M et M\ savoir: 

t/i f^'*(y'^ y*^ y'^ y''* y"^ y"^ y'"' ?" ^^\ 

^i — ^i V-^/tj-l- 1 ) • • • > '^/>o» • • • > ^!>k-\-\ 1 ' ' * 1 ^pk y ^l y ' ' ' 9 ^po >•••>*! y ' ' ' i ^ph J' 

(/j-0,l,2,...,A') (1=1,2,...,/**) 

Celles-ci, comparées aux équations {D), donnent: 

\Dj ^^i \^;i^+ 1 J • • • ) '^//o ' • • • ' ,"* + ! ^"'y^pky^iJ • • • > '•/>^ > • • > -^1 > • • • > '^pj ,. n 1 A-\ 

« « . .^v \» = J,2,...,/u / 

ÖA/ /O y/0 y/Ä th ytO y'fO yfih „nh\ 
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Cela ctant, considérons les valeurs numériques de trois elements 
correspondants de M , M' et M": elles satisfont a ces relations (5). Celles 
de M et M" étant choisies, on peut prendre, pour celles de Jf', les valeurs 
fournies par les formules (C), ou Ton attribue aux A des valeurs ar- 
bitraires: cela revient ä dire qu'on peut choisir arbitrairement les valeurs 

de js'j^u., •••><, <+i ,...,<,..., <^Vi y ' "y Ck^ les autres coordonnées 
étant alors données par les formules (D). Les relations (5), considérées 
comnie ayant lieu entré deux elements correspondants de M et M'\ ont 
donc lieu quelles que soient les valeurs des z^^ qui y figurent: c'est dire 
qu'elles sont indépendantes de ces quantités. Par conséquent si lon pose: 

^i\ri 1 • • • > ^/9p > • • • > *i > • • • > ^pkj 
— /7^ (r^ /»« r^ /»* ^^ »^ ^ «.Ä ^ 

» \ 7'» + l » • • • > 'po > • • • > ^'/u + l > • • • ; ^pK > ^1 > • • • > ^pt, > • • • > -^1 > • • • > ^px) 

oii les c sont des cohstantes arbitraires\ les équations (5) se réduisent a: 

'^i \*l ' • • • ' ^/>o ' • • • ? ^1 > • • • > ^ph) — ^^i\^\ ) • • • ? ^/>o > • • • J ^1 > • • • J ^pK ) • 

a -0,1,..., A') (t=I,2,.../iA) 

Elles ont lieu quelle que soit la multiplicité Jlf", homologue de 3f , 
de sorte qu'on a aussi, entré M et M': 

{EJ Zr(^r , : . . , <) = Z^{z\\ . . . , o (.-M .0. 

(^'1 ) ^i (^1 > • • • > ^)lo > ^1 ' • • • ' 4) = ^^ (-^1^ '-yKl^ ^iS • • • > ^^1) ^»=^ i.2....„«,) 

Les fonctions Z, d*aprés leur definition, se réduisent respectivement 

a ^J , . . . , isr);^ , ^1 , . . . , ^/,, , . . . , 4\ ' " j ^!!],y lorsqu'on y fait 

^0 ^0 o ^0 y«w- ^k' 

^;i,+ l ^fto+1 > • • • > ^/>o 'V>o ' • • • > ^/>;r >A- 

Il en résulte que les équations (JS) sont indépendantes. Elles doivent en 
outre étre des conséquences des équations (/)); et par suite, elles förment 
un systéme équivalent au systémc (D). 



* Les valcurs des constatites c sont asujetties seulemcnt h laisser holomorphes les 
fonctioDs O, 
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Ces fonctioiis Z sont appelées invarianls de la muUiplicité M, relatifs 
au groiipe de transformatians considéré. 

Je dis que, de plus, tout invariant d'ordre K^ /ir(r,,...,^J^,...,^rf,...,j2'^J 
est une fonction des invariants ^ , . . . , ZJ^ , . . . , Zf , . . . , Z^,^ d'ordre K 
ou d'ordre inférieur qui viennont d'étre obtenus. 

En efifet, d^aprés la definition de //, on aura, quelles que soient les 
deux multiplicités M et M' se déduisant Tune de Tautre par une trans- 
formation du groujje: 

71^»] ^ . . . , -„^i . . . , ^1 , . . . , "o^/ — •'*\''l > • * • J "jt^ * • . > Äi , . . . , «,„^J 

et cette relation, d'ordre Ä", sera nccessairement une conséquenee des cqua- 
tions {D^) j (/)j) , . . . , {l\)j ou encore, des équations {E^) , (EJ , . . . , {Ef^. 
En résolvant ces derniores pnr rapport aux quantités /, pour les porter 
dans lliz'^ ^ . . . ^ z'\ . . . ^ z\^\ . . . , z'/"')^ il faudra donc que les / disparais- 
sent, ce qui exige bien que /iT soit une fonction de ZJ,...,Z^,...,Zf ,...,Z^f . 
De la cette proposition: 

Théoréme I. Lorsquiine nndtiplicité M, soumise aux t råns formations 
d^un (jroiipe de Lie, adniet des invariants^ reur d'un ordre quelconqae K ou 
d'ordre inférieur sont fonctions d'un nomhre limité d*entre eux; et ces derniers 
peurent se déduire, a l'aide de differentiations et d'éUm i nations seulcment, des 
équations de drfinition du groupe, 

Toute relation différentiélle d' ord re K existant entré M et toute nndti- 
plicité homologue M\ est une conséquence des relations ohtenues en égalant 
entré eux les invariants distincts d^ ordre K et d' ordre inférieur, de M et de M\ 

3. Équations invariantes. Dans ce qui précéde, on a supposé que 
M ctait une midtipUcité générale, de telle fa9on que Ton pouvait résoudre 
les équations (C^) , (CJ , . . . , (CV) par rapport au plus grand nonibre 
possible de paramétres A®, A^ . . . , Å^. Les conditions nécessaires et suf- 
fisantes pour que ce nombre s'abaisse s*exprinient par des relations ob- 
tenues en annulant identiquement, quels que soient les Å, les détenninants 
fonctionnels d'un certain ordre des seconds membres des équations (6'^), 
{C\) , . . . , {Cj^ par rapport aux A. On obtient ainsi un systéine d'équa- 
tiops, ou, plus généralement, plusieurs systémes distincts, les conditions 
cherchées étant que M satisfasse ä Tun quelconque d'entre eux. 
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Soit donc, Tun de ces systémes: 

(6) Ji{z[ , . . . , ^"^ , ^] , . . . , ^J, , . . . , ^ff , . . . , Zp^) = o 0-1,? T^-) 

et supposons que la multipHcité initiale satisfasse a ce systéme: j*appelle 
aIofs M, 7nultipUcité particuliere, et je dis que toute niultiplicité Mj trans- 
formée de Mj satisfait au méme systome (6), qui pourra étre appelé 
systéme d'équations invariantes par rapport au groupe de transformations. 

En effet, remarquons d^abord que rélimination des A entré les équa- 
tions (Cq) , ((7j) , . . . , (C/,-) donne dans cette hypothése entré M et Jf', cer- 
taines relations différentielles dont le nombre est supérieur a celui que 
Ton obtient dans le oas general, et n*est pas nul. Ces relations sont 
dailleurs indépendantes, et se présentent sous la ménie forme que les 
équatiops (D): appelons-les (A^) , (AJ , . . . , (Ay^-). 

Cela étant, considérons une troisiéme multiplicité ilf", homologue de 
M et cherchons les relations qui existent entré M' et M". Soient x^ , 
x^, . . , , x^ les coordonnées d'un point de M , icj , rrj , . . . , x^ celles d'un 
point de 3/' et x[' j . . . ^ x'/ , celles d'un point de itf". Nous regarderons 
M" comme une representation analytique nouvelle de la multiplicité Jl/, 
obtenue en faisant le changement de variables indépendantes et de fonctions: 

défini -par la transformation qui fait passer de 31 a 3£", On sait (i'''^'' 
partie, ch. II) qu'on peut lui associer un changement de paramétres: 

;"'* T^f^ /r )^ )^ )* )^\ /Ä->.2,...,Ä'\ 

de telle fa9on que les équations qui se déduiseiit des {A) en substituant 
comme coordonnées les x" aux x, s*obtiennent simplement, en rempla9ant 
dans (A) les x et X par les x" et A" correspondants. El les deviennent 
ainsi : 

( Aff\ ^ •^* ,« //y." /r" y^ V" y» il"*^ 

vWi • • • oiCf 

(A«^I,?,...,Ä') (t^-l,2,...,r) («i + a^+... + ar-A) 

D'autre part, le changement de variables et de fonctions qui met M sous 

Aeta mathcmatic^i. 18. luprlmé le 10 octobre 1893. 4 
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la forme M', donne les relations suivantes, analogues deg {B) et ayant 
nécessaireinent meme forme: 

('R"\ »'* //i* 1 9" 9" 9**^ 9"^ 'O \ 

\IJ ) Si — (^i I ^i , . . . , ^^j , . . . , ^1 , . . . , ^^^^ , . . . , ^^^^ ,^^^ , . . . I 

\ ^»^1 • • • ^•^'« ' 

(A=I,...,A') (»=1,« /»jp) 

de telle sorte que M se rattache a ilT' par les relations suivantes {C) 
qui ont encore meme forme que (C^: 

v^ y *• — "'t v^^i ^ • • • > ^/>, >•••>*! > • * • > ^/>fc > '^i > • • • > '•fo j • • • > '»1 > • • • > '^f» / • 

I^es relations entré M et JJP', s obtienclraient en éliminant les X' entré 
ces équations C, Or, entré M et JIT, on a, jusqu'a Tordre Ä, les rela- 
tions indépendantes (A^) , (AJ , . . . , (A^); si, dans ces derniéres on rem- 
place les elements de JfcT, par leurs valeurs, sous la forme M\ elles de- 
viennent des relations entré M et M", (AJ') , (AJ') , . . . , (Aj^'), qui 
restent indépendantes, étant toujours résolues par rapport aux mémcs 
quontités z\^ , L'élimination des \ entré (6V) , (CJ') , . • . , (C^aO entraine 
donc lea relations indépendantes (Ai') , (Aj') , . . . , (A^-), et par suite, 
(M") est telle que les équations (C) ne sont pas résolubles par rapport 
au nombre maximum de paramétres A", sans quoi, il ne pourrait exister 
entré M et M' qu'un nombre moindre de relations indépendantes. 

Cette conclusion subsistant, quelle que soit il/", homologue de j1/, il 
faut donc que le systeme (6) ou Tun des systémes analogues soit satis- 
fait par M\ indépendamment des arbitraires dont dépend cellc-ci; et ce 
fait ne peut avoir lieu que pour le systeme (6) lui-méme, le seul qui 
soit satisfait quand on prend pour il/", la multiplicité M elle-méme, qui 
correspond ä la transformation identique. En particulier, on voit bien que 
deux multiplicités homologues, sont ou générales, ou particHliéreSy en méme 
temps, resultat auquel nous avons fait appel précédemment (§ 2, page 22). 

4. L'étude des multiplicités satisfaisant a un systhne invariant (Véqua- 
tions se fera de la méme maniére que celle des multiplicités générales. 
Les coordonnées des elements de pareilles multiplicités satisfont au systeme 
(6), et, pour les ordres supérieurs, aux équations qui sen déduisent par 
dérivution. Ces coordonnées 8'expriment donc en fonction d'un ccrtain 
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nombre d'entre cUes, ou de certains paramétree, pris coinme nouvellcs 
coordonnées. On peut ainsi transfonner les équations {B) et (C) de fa 9011 
a n'y laisser figurer que ces nouvelles coordonnées. De la une seconde 
classification de ces multiplicités, en muUiplicUés générales qui ne satisfont 
ä aucune équation nouvelle donnée a priori, et en multiplicités particulieres. 
Pour les premiéres, Télimination des A entré les équations {(J) donne, 
8'il y a lieu, des relations, analogues aux équations (E) entré des invariants 
des deux multiplicités; les secondes sont définies par des systémes d' équa- 
tions invariantes entré les coordonnées d'une méme multiplicité; et ainsi 
de suite. Ces divisions et subdivisions ne peuvent d^ailleurs pas se pro- 
longer indéfiniment: on ne peut concevoir, en effet, qu'il y ait un nombre 
illimité de relations entré les coordonnées d'ordre K ou d^ordre inférieur, 
ces coordonnées étant en nombre fini. 

Gette classification effectuée, on est en mesure detablir toutes les 
équations aux dérivées partielles d'un ordre quelconque K et d*ordre in- 
férieur auxquelles satisfont les multiplicités M'y transformées d*une multi- 
plicité initiale, M, donnée. D'abord, ces équations comprennent toutes 
les équations invariantes auxquelles satisfait M. Quant aux autres, elles 
sont satisfaites pour toutes les valeurs des quantités ;2i'®, ^'\ . . . , z'^' don- 
nées par les formules (C); elles sont donc des conséquences des équations 
(£) (ou des équations analogues, quand M n*est pas une multiplicité gé- 
nérale). Dans ces équations (-B), les quantités ^®, j8f\ . . . , z^' qui y figurent 
sont des fonctions données des r variables indépendantes yj , Jf^ , . . . , ^r* 
L'élimination de ces derniéres, si elle est possible, donnera enfin des rela- 
tions de la forme suivante, auxquelles satisfont les • multiplicités M: 

0[Z\ , . . . , 2JJ^ , Zi , . . . , Z^j , . . . , Zj , . . . , Z^j = o 

ou les Z sont pris en fonction des quantités z'^j z'^, . . . y z'^\ 

On obtient ainsi toutes les équations cherchées, d'ou la proposition 
suivante qui compléte la précédente: 

Théoréme II. Etant donnée une multiplicité 31, que Von soumet ä 
toutes les transformations d'un groupe de Lie, les multiplicités honiologues M' 
satisfont ä des équations aux dérivées partielles qui sont de deux sortes, Ces 
équations s^ohtiennent en exprimant pour les unes, que M satisfait aux mcmes 
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systémes cV éqti,ations invariantes que 31, pour les autreSy que les in- 
variants de M sont lies par les méines relations que ceux de M. 

Ces éq nations invariantes et ces invariants se déduisent d*aiUeurs 
par de simples différentiations et éliminations des équations de definition 
du groupe. 

5. Remarque. Noiis avons exclu de notre analyse, panni les inulti- 
plicités M'y transforrnées de Jl/, cellos pour lesquelles ?yi , i/J , . . . , yl sont 
liées entré elles par une relation, et ne peuvent plus étre prises coinnie 
variables indépendantes. Il est bien evident par raison de continuité, que 
les invariants absolus et les équations invariantes ne cessent pas d'avoir 
un sens dans ce cas. 

En effet, les quantités yl , . . . , yi , ^I , . . . , ^^, fonctions de y, , . . . , t/„, 
^, , . . . , j?^ ne cessent pas de. reprcsenter une niultiplicité ä n dimensions, 
sans quoi, en repassant de il/' a M par la transformation inverse, on 
trouverait que 31 a moins de n dimensions distinctes. Il est donc possible 
de prendre comme variables indépendantes, dans ilT, n quantités distinctes 
panni yl , . . . , yi , ^I , • . . , ^p. Alors toute expression différentielle ou 
!/[} ' ' • t y'n sont les variables indépendantes se transforme en une expres- 
sion nouvelle ayant un sens bien défini. Les invariants et équations in- 
variantes subsistent encore avec ces nouvelles variables, ef, en particulier 
dans le cas des multiplicités 3f qui avaient été précédemment exclues. 

Par excmple, considérons, dans le plan, le groupe des rotations au- 
tour de Torigine. Une courbe définie par une fonction ^, de y, admet 
pour invariant 



i __ ( d2__ \ 



qui représente la distance a Torigine de la tangente au point y , 2. Notre 
analyse tombe en défaut, lorsque la courbe en y ^ z se transforme en une 
courbe en y', /, pour laquelle on aurait y' = const. Mais, en prenant z 
pour variable indépendante, Tinvariant considéré devient: 
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expression qui pour la courbe y* = const. se réduit a y\ On a donc, 
entré la courbe en y , Zy et cette courbe particuliére qui est une de ses 
transforniées, la relation: 



I 



/■ - f) 






6. Exemple. Considcrons le groupe des niouvements dans un plan, 
dont la transformation générale est: 

x[ = a -{- x^ cosa — x,^ sina, 

^•j = ^ + ^1 sin a + '^'2 ^^^ ^ 

o\\ a , 6 , a sont des constantes arbitraires. Les équations de definition 
{A) sont ici: 

Xi = Aj j X<2 = /.jj 

qX-i o.t'i • oXa . oX^ 

-- =cosa, --- = — sina, — = sina, — = cosa 

dX^ dX^ dX^ dX^ 

les dérivées d'ordre supérieur étant toutes nulles, A^ , A^ et a étant trois 
paratnétres arbitraires. 

Effectuons ces transforinations sur une courbe définie par une fonc- 
tion z de y; la courbe transfonnée sera définie par une fonction z' de y' 
en posant: 



et on a: 



!/ -^i, 




2 — 05, , 


y' — x\ , 




Z — iZ/.j 


dz ax, 


+ 


dXi dz 

a.r, dy 


(hl d.r[ 


+ 


dx\ dz 


dx. 


dx^ dy 



En tenant coinpte inimédiatenient des équations de definition, ceci donne, 

comiue équations (C): 

dz 
Bin a + C08 o. ^- 

^ ^^ dy , dz 

cos a — 8111 a -j- 
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ety pour le second ordre: 
^ _ ax, ajr, dx, dxj dy* dy* 



dy* (dx\ dx\ dz\* 



(dx, , dx\ dzy / . dz\* 

La premiére équation donne: 

i 



dz 
C08 « — 8in a -rr- 8in _ , , 



a + co8«g \^ ■*■ U) j 



» ^^' / /rfy\«\i 



rfy' 



de gorte que rélimination de a dontie: 



(■ * (1)7 



d'2:' 






équation qui se met sous la forme: 



oii Ton voit j^pparaitre Tinvariant bien connu, donné par la courbure 
de la courbe. 

I^ calcul tombe en défaut dans le cas oii (<7J n'est plus résoluble 
par rapport ä a, cest-a-dire, lorsque on a: 

a /dz\ r/ . dzy , / . , dzy\ 1 

r-lj-T = cosa — sina^T- + (sina + cos a^j- -7 r-ri 

?a \d,j) LV dyj -T v d,ji }^^^_ ^.^^dzy 

\M 



I + 

\au/ 



/ . dz 

i cos a — sin a -rz- 
\ dy, 
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— j = o est une équation invariante, qui entralne 

bien ^ + (-5-7) =0: elle représente les deux systéines de droites isotropes 

qui jouent donc le r61e de courhes particulieres par rapport aux tranB- 
formations considérées. 



7. Application. Reprenons les équations de definition d'un groupe 
de transformations, entré les m variables x^ j x^y . . . y x^ et leurs m fonc- 
tions x[ j X2 y . . ' j xln. Adjoignons-leur m nouvelles coordonnées, non 
transformées, en posant: 

(7) w; = Wi, 14 = w^, . . . , «C = w« 

et faisons porter la transformation sur une inultiplicité définie par les m 
fonctions rr^ , a?, , . . . , or^ des m variables indépendantes w^ , w^ , . . . , w^. 

La théorie généralc, reprise sur cet exemple, montre que les équa- 
tions {C) comprennent, en outre des équations (7), d'autres équations ex- 
primant x{ y xi^j . . . j x'^ et leurs dérivées par rapport ä wj , t^J > • • • > ^m? 
en fonction des paramétres A, des fonctions rUj , rr^ , . . . , a;^, et des dérivées 
de celles-ci par rapport a u^ , u^ y . » . y u^y ces expressions étant en outre 
indépendantes de u^ y u^ , . . . , u^. 

Il en résulte que les équations (7?) sont, dans le oas d'une multi- 
plicité initiale géncrale, de la forme: 

wj = Mj, (t- 1, ?,..., wi) 

J^{x[ , ir; , . . . , .r;) = J?(rr^ , .r, , . . . , :r J (.=1.2 ,^) 



j^(^' ^' ^A ^1^ \ 

— /iv/ »a-A ___?^5l_ \ 

</i I iTj > . . . 9 a^B» j • . . j » • • • j ^, a. > • • • ) (» = 1.2,...^'i.« 

\ au A- 5^1* ... 3m, „ / 

ou les invariants J sont indépendants des variablea w, , ..., w,„. 
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En particulier, siipposons que la multiplicité initiale M soit la 
sui vante: 

Äj = Wj y X^ = Wj , . . . , X^ = W^ . 

Alors si 

^i = /)(-'^i » ^2 > • • • » ^J- ^•■"»•^ '"^ 

définit la transformation générale du groupe, la multiplicité ^L sera: 

J/ ne cesse d'ailleurs pas d'etre une multiplicité générale, car alors les 
équations ((7) se confondent, ä la notation prés, avec les équations [A)i 
et celles-ci sont résolubles par rapport a tons les paramétres A, sans quoi 
ces paramétres cesseraient d'étre essentiels. D'autre part, Télimination, 
entré les équations [E), des variables^indépendantcs w, , w^ , . . . , w^ de M 
est imméd^ate, et par suitc, M satisfait, jusqua Tordre A^, aux seules 
équations suivantes, qui sont donc, sous une autre forme, les équations 
de definition du groupe: 



Jf (xj , r.; , . . . , x'„) =- J-{x^ , .T.^ , . . . , x„) (t=i.-i /i.) 



(«) 



J\ I I t ^-^ 1 ^^h ^X„\ y , v 

i \X\ * • • • ) ^m ' i^ ) • * • • ;^^. ' » • • • > '^~ I ■ ~ ^1 V'^1 j ^-^ 1 • • • > '^-tn} 



(1-1.? «,) 



^i V\ ? • • • ? •'^m ' • • • J ^i,a|,a„...,a- ^ • • •) — ^i* (^i > •'^j » • • • J ^iij ** '•' ■"''* 



oii les OL représentent ce que deviennent les J quand on y fait: 



T| .fj , »*^*i ■ ~ •'^2> • • • > •'^wi • »« • 



Donc: 



Théoréme in. Xes équations de definition des transformatimis dun 
groupe de Lie s'obtiennent en exprimant que certaines fonctions J, de rrj , 
. . . , 0?^ et de leurs dérivées par rapport ä j^, , . . . , rc,„ sont identiquement 
égales aux expressions qvion en déduit en y aftribuant aux x' les valeurs 
quelles ont pour la t råns formation identique. 
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Ges invariants J jouent un r61e capita 1. On vient de voir qu41s 
restent inaltérés si on effectue sur les x' un changement de fonctions 
défini par une transformation du groupe; d'oii en se reportant au 
théoréme IV (i^^ partie, ch. II): 

Théoréme IV. La co^iditlon nécessaire et suffisanfe paur qutme frans- 
formation appartienne au groupe défini par les équations (8) est qu^élle laisse 
invariantes les expressions J, quand on effectue sur les x' un changement de 
fonctions défini par cette transformation. 



CHAPITRE II. 

Lea invariants et équatimia invariantes, définis å Vaide des 
transformations inftnitésitnales d^un groupe de Lie. 

I. Considérons les groupes, dits ä un paramétre, dont les träns- 
formations dépendent d'une seule constante arbitraire. S*il y a w va- 
riables, les équations de definition comprendront n — i équations d'ordre 
zéro, de la forme: 

ou les n — I fonctions Ji{x^ , x^ , . . . , x^) son t distinctes entré elles et de 
Tune au moins, x^ , par exemple, des variables x^ , x^ y . . . , x^^. Pour les 
ordres supérieurs, il y a autant d'équations que de dérivées. 
En posant: 

Xi = Ji{X^ , iTj , . . . , X„) 

(» = 2,3 n) 

A^ = Ji{Xy , iTj , . . . , X„) 

la transformation générale du groupe sera donc de la forme suivante: 

^1 =" f{^i > ^2 ) • • • ? -2^,. , a) 

XJ = A,- ({ = 2,S,...,«) 

Äeta maikematiea. 18. Imprinié le 10 octobre 1893. 5 
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avec la constante arbitraire a. La premiére équation peut étre résolue 
par rapport a a: 

(i) o}{x[ , a;, , Xj , . . . , X,) = a 

et la fonction to sera telle que Téquation (i) combinée å: 
(2) a>{x\',x[,X,,...,X:)^b 

entrainera: 

(o{x'i', d?, , Xj , . . . , X,) = f, 

c étant unc nouvelle constante, et cela, quelles que soient les constantes 
a et b. Ceoi veut dire que les équations homogénes en rfx, , dx't , dx": 

3«»(j-;,j-,) , , 






3.1-, * * a.r, » 

sont compatibles qiiels que soient x^ . x[jX\'. D'ou Fidentité 



' ' ' 1 



aoiO*; , xA 

= o. 






3<u(j-, ,x,) 3.r, 3ftiiX| , u*,) 3.r 

Gette identité subsistant si on attribue a x\' une valeur numérique quel- 
conque, la fonction a>(j:'I , Xj , X, , . . . , X,) satisfait donc a une équation 
de la fonne suivante: 

c,Xi , a; A,)— + c(j"j , A, A,) - - = o 

et par suite, Téquation (1) peut s^écrire: 

*/. ^Tj « Aj « • • • « A,) — ~ t/ j ^Xj « -Aj , . . . , -A^ . = I 

oii / est une nouvelle constante, fonction de «. 
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öi(a;J , jTj , X, , . . . , XJ dépendant nécessairement de x[ et de x^, il 
en est de méme de e7,(a;j , X^ , . . . , X„) relativement ä x^, et, par suite, 
en posant: 

Xj = e/j(:rj , Xjj , . . . , XJ, X[ = Ji[x[ , Xj , . . . , Xj, 

Xj , Xjj , . . . , X„ seront indépendants, et on a: 

x; = X, + ^ 

Done:^ 

Théoréme I. On peut, par un choix convenable de coordonnées, mettre 
la transformation générale d^un groupe de Lie å un paramétre sous la forme: 

(3) XJ = Xj + i, Xj = Xj, . . . , X|^ = x„ 

ou t est une constante arbitraire. 

2. On retrouve ainsi une des propriétés, aujourd'hui bien classiques, 
des groupes ä un paramétre. On pourrait en déduire les autres. Je 
remarquerai seulement, que la condition nécessaire et sufTisante pour 
qu'une fonction f[X^ , X^ , . . . , X„) soit un invariant de ce groupe, est 
que Ton ait 

3/ 



ax, 



= o. 



En retournant aux coordonnées x^ y x^ y . . . , x^y on trou ve : 

expression qu'on représente par Xf. 

La transformation (3), pour < = o, est la transformation identique; 
pour t ayant une valeur infiniment petite (?/, elle est dite transformation 
infinitésimale, et attribue a une fonction f{x^ y x^, . . . y x„) un accroissement 
dont le premier terme est précisément Xf. dt. 



* Lie, Theorie der Transfor^nationsgruppen, I, ohap. 3, p. 49. 
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Le symbole Xf caractérise coraplétement la transformation infinité- 
simale et son groupe a un paramétre. 

La condition pour qu'une fonction soit un invariant du groupe est 
qu'elle satisfasse ä Téquation 

Xf=o, 
et, de méme, pour qu'un systéme d'équations: 

fl = ^y A = o, . . . , /; = o, 

admette les transforniations du groupe,^ il faut et il suffit que ce systéme 
entralne: 

Xf^ = o, Xf^ = Oj . . . , Xft = o. 

3. Ceci rappelé, nous distinguerons, avec M. Lie, entré une träns- 
formatian infinitésimale, ainsi déduite d'un groupe ä un paramétre, et une 
transformation infiniment petite: 

(4) Xl= X^ + dt . 5i{x^ yX^, "-yOTn) + åt\ 7Ji{x^ , X^ , . . . , X„) •{- . . . 

ou les termes d'ordre supérieur au premier n'ont pas avec ceux du 
premier ordre la méme dépendance que dans une transformation infinité- 
simale, et ne sont pas nécessairement déterminés par eux. 

Pour exprimer qu'une telle transformation (4) appartient au groupe 
de Lie défini par les .équations (8) du chap. I, adjoignons aux formules 
(4), les suivantes qui s'en déduisent par dififérentiation: 



= ^, + ot ,:^ + . . . 



dx 



f^ 



dX 



/* 



(5) 



Si^ = o pour i 4= /i 



r' = fit ^ 4- • 



£•• == I 



* Ib., ch. 7, p. 1 08. Le systéme déquations est supposé ne pas aoDuler tous les 
déterminants fonctionnels d ord ro Z de /*,,/*,,..., /}. 
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on trouve ainsi, en écrivant que les équations de definition sont satis- 
faites, jusqu'aux termes du premier ordre, que les f sont assujettis aux 
seules relations suivantes, linéaires et Jwmogénes par rapport aux f et a 
leurs dérivées: 



(6) 









= O 



dX,,/ O 



(t= 1,2,. ..,/*«) 



(»■»1,2 fil) 



*-^ \0Xj / Q ^^ ^^^J,ax,a^,...,aJ o 



(i-l,a,...,Ai.v) 



oii Tindice inférieur o indique que Von prend les valeurs des dérivées 
des J pour 



Xi = Xi, 



dXj 



• • ' ^>>«i.«2.....a* ^ 



A un autre point de vue (chap. I, théor. IV), il suffit aussi d^exprimer 
que la transformation (4), ou les x' et les x sont deux systémes de n 
fonctions des mémes variables indépendantes u^ , u^ y . . . , u^y laisse in- 
variantes les expressions J®, J^ . . . , J^, fonctions des x et de leurs déri- 
vées par rapport aux u. En calculant, a Taide de (4), les expressions 
des dérivées des x'y les termes du premier ordre obtenus sont les mémes 
que ceux qui se déduiraient d'une transformation infinitésimale entré les 
X et leurs dérivées par rapport aux u: 



n 



n 






oii Ton pose: 



•^«iai/^i...i«« 



d^Xi 



a«"* awj* . . . awn" 



I^-^s ct,a„a„...,a« sout dcs fonctious bien déterminées, lorsque les f sont don- 
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nés, des x et de leurs dérivées, et X^^^f n'est autre chose que la trans- 
formation prolongée,^ jusqu'a Tordre N de 

Les ^ sont donc assujettis ä satisfaire aux ideutités suivantes, par rapport 
anx X et leurs dérivées: 

(7) XJ? = o, X^''Jl =0, . . . , X^^Jf = o. 

Or, ces mémes relations exprimeiit que les J admettent la transformation 
infinitésimale X/*, et par suite, son groupe ä un pararaétre. 

Le raisonnernent suppose d ailleurs seulement que les f sont, dans 
(4), les coefficients des termes d'ordre le moins élévé. Donc: 

Théoréme II. Etant donnée une transformation infiniment petite d'un 
groupe de Lie, la transformation infinitésimale définie par ses termes d'ordre 
le moins élévé, et son groupe ä un parametre appartiennent aussi au groupe 
de Lie.^ 

Soit cette transformation infinitésimale, ayant mémes termes du 
premier ordre que (4): 

Xi = Xi 4" ^t . ft(.Ki , iCj , . . . , X^ + • • . (1 = 1,2,... ,n) 

on aura: 

Xi = X^ -^ Öt . tyi\X^ ^ X^ y . , . y X„J -p . . . 

ou en exprimant les seconds membres en fonction de x^ , x.^ , . . . , x^: 

Xi ^=- Xi 'j' ot . ^i\^i j ^2 ' * ' * > "'^wj "!"•••• 
Pour les mémes raisons que tout a Theure, la transformation infinitésimale : 



* Lie, Transfornuitionsgruppcn, I, ch. 25, p. 523. — Je suppose coddus ioi toufl 
les resultats exposés dans ce chapitre. 

* Lie, Dic Grundlagen, etc, p. 34^. 
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appartient encore au groupe; et ainsi de suite. On peut donc considérer 
la transformation infiniment petite (4), en ce qui concerne au moins ges 
termes pris jusqu'a un ordre infinitésimal quelconque, comme obtenue en 
effectuant mccessivement un certain nombre de transformations infinitésimales 
du grmipe. 

Il y a plus, si Xf et Yf appartiennent toutes deux au groupe, 
X^^f et Y^f satisfont toutes deux aux équations (7), et par suite, aussi 
{X^Y"^). Gette dérniére, étant, comme on sait,^ la transformation pro- 
longée de {XY)^ la transformation infinitésimale {XY) appartient au 
groupe. Donc: 

Théoréme in. 8i les deux transformations infinitésimales Xf et Yf 
appartiennent ä un groupe de Lie, il en est de méme de leur crochet {XY)J^ 

4. Gette propriété du systéme d'équations (6) permet de retrouver 
le» invariants dont on a établi Texistence, par une marche tout ä fait 
paralléle ä celle déja suivie. 

Reprenons, en effet, un systéme de p fonctions z^y z^^ . . . j z^ de n 
variables indépendantes, j/i , y^j - - - y ynj les r = w + p quantités y et z 
n'étant autre chose que ic, , rr^ , . . . , .r^. Gonsidérons une transformation 
infinitésimale quelconque: 



»=« ^ /. *-p 



^ + ^ C(?/i j • • • > y» > ^1 > • • • j v 3^^. 



^Z" = 51 ^*^i y "-yynj Z^y ..., Zp) -- + ^ C(?/i y'yynjZ^y...yZj) 



et, en calculant les variations qu'elle fait subir aux dérivées des Zj par 
rapport aux y, prolongeons-la jusqu'ä un ordre quelconque K 

m 

^""f^-tv'^, + 'tili+ 't o"'£ + ■■■ +'f «",f,- 



* Lie, Transformutionsgrtqypenj I, chap. 25, p. 547. 

' Lie, Die Orundlagen, etc, p. 348- — Daos le cas d^un groupe fini, les trans- 
formations infinitésimales du groupe sont des fonctions linéaires k coefficients constants 
d^un certain nombre dentre elles X^f , X^f ^ • • • » X^fy et ce théoréme établit Texistenoe 
des relations: 
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Les y et SS étant égaux aux coordonnées Xj nous égalerons les rj et C^ux 
f correspondants, ceux qui sont relatifs aux variables non transformées, 
s'il y en a, étant égalés a zéro. Alors, les ^ satisfaisant aux relations 
(6) et a celles qui s'en déduisent par dérivation, on peut, jusqu^a Tordre 
Ky exprimer un certain nombre de f et de leurs dérivées, en fonction 
Unéaire et Jionwgéne des autres, qui restent arbitraires, et on trouve ainsi, 
X^^^f étont linéaire et homogéne par rapport aux f et leurs dérivées: 

(8) x^'^/-=*rf?Xo/+z>}x,,/-+ . . . + zVx^/ 

oii les XgJ sont des transformations infinitésimales bien déterminées, par 
rapport aux y y Zy et aux dérivées des z et les ff des coefficients ar- 
bitraires. 

Toute fonction des y, des z et de leurs dérivées jusqua Tordre Ky 
ou tout systeme d'équations entré ces niémes quantités qui admet toutes les 
transformations infinitésimales du groupe, admet donc les transformations 

(9) ^0,»/> ^\,ifj • • • > ^K,if 



• 



et reciproquement. 

Les équations obtenues en égalant a zéro les expressions (9) förment 
d'ailleurs un systeme complet. En effet, si X-^^f et Y^^f appartiennent 
toutes deux a la forme (8), nous savons qu'il en est de méme de leur 
crochet (X^^^I^^^), quels que soient au reste les coefficients de X^^'^f et 
de 1^*^/*. En particulier, (^av > ^kj) appartient donc ä cette forme (8): 
c'est donc bien une combinaison linéaire et homogéne de transforma- 
tions (9). 

5. Jc dis que, de cette maniére, on n'obtient pas d'invariants di- 
stincts de ceux obtenus par le procédé du chapitre prccédent. En effet, 
d'abord, ces nouveaux invariants admettent une transformation infiniment 
petite quelconque du groupe, car Texpression obtenue en faisant une telle 
transformation sur Tun d'eux, est, jusqu^a un ordre infinitésimal quelconque, 
la méme que si on effectuait successivement plusieurs transformations in- 
finitésimales. Elle ne différe donc de Tinvariant que de quantités dont 
Tordre peut étre pris arbitrairement, et par suite, lui est identique. 
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Or, en se reportant aux équations (A) du chapitre précédent, une 
transformation infiniinent petite 8'obtient en attribuant aux paramétres A 
des valeurs arbitraires, assujetties seulement a étre infiniment voisines de 
celles qu'e]les ont dans le cas de la transformation identique. To ut in- 
variant ou équation invariante admettant les transformations (9) est donc 
indépendant de ces arbitraires, et se confond bien avec un invariant ou 
une équation invariante, obtenue par le premier prcteédé. Donc: 

Théoréme IV. Les invariants dun groupe de Lie peuvent s'ohtenir par 
la recherche des solutions communes å un systéme complet ctéquations linéaires 
aux dérivées partielles; la formation de ce systéme résulte immédiatement des 
équations de definition des transformations infinitésiniales du groupe. 

Les systémes d'équations invariantes sont ceux qui admettent Vensemhle 
des transformations infinitésimales ainsi formées.^ 

6. Exemple. Reprenons le groupe des mouvements å\x plan, dont 
les équations de definition: 

(S;)'+©'=-. (:!)•+ ©■=■■ 

dx[ dXt , dx\ dX^ 
dX^ dX^ dX^ dX^ 

a^i Vx^ a'a:, a \r, a'x, a\r« 



'bx\ aa:,ax, aa:J 'bx\ aa:,air, a^rj 



donnent, pour les transformations infinitésimales: 

aa-, ' aar^ ' ao-, a^, ' 

« 

arrj aj-jar, a^rj aa*j aar,ax, a^j ' 



* Lie, tJh&r Diffefentialinvarianten, Math. AnoaleD, t. 24, p. 566. — Die Orund- 
lagen jjic.^ p. 370 et 374. 

Rappelons que les systémes déquations invariantes dont il est question, s^obtiennent 
en égalant ä zéro les déterminantn d'un méme ordre, forniés avec les coefficients des trans- 
formations (9). 

Ada mtUhtmaHoa. 18. Iroprimé le 11 octobre 1893. 6 
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La transformation étant supposée porter sur une fonction z = x^^ 
d'une variable y = x^^ on aura: 

(Jy =^ydty dz = ^^dty 
dz" =-- 2//'?^ — ^" (?^ + «'?^) = %z'z"'^-^. 

r 

Lés invariants du second ordre adraettent ainsi les transformations : 

ce qui reproduit Véquation invariante du i*' ordre: 

(i + z") =-. o 
et Vinvariant du second ordre: 

z"{i + z'Y^. 



CHAPITRE III. 

Syatémea fints cVinvariants, et paramétres différentiels. 

I. Noiis avons vu quc toute inultiplicité ilf', déduite d'une multi- 
plicité généraJe ilf, par une transformation d*un groupe de Lie, a ses 
invariants égaux ä ceux de Jlf, savoir: 

//r/-io yO /I -/l vA' ^'^\ — J^(z^ 2^ Z^ 9^ z^ ^^ 

(Ä'»=i,2,...) (»-i,«,...,;'x') 

ou, pour abréger Técriture: 

(i) Jl" = Jf\ 



Sur les iovariaDtg dififéreDtiels des groupes ooDtinus de transfornjatioDS. 43 

et les multiplicités M' satisfont aux équations obtenues par rélimination 
des coordonnées yj , y, , . . . , y« cl'un point de M entré ces relations (i); 
et ä celles-la seuleinent. 

SupposonSy par exemple, que Ton puisse trouver n invariants distincts 
/,,/,,...,/,, en noinbre egal ä celui des coordonnées d'un point de M. 
Sur la multiplicité Jlf , ils se réduisent ä n fonctions de y, , y , . . . , y^ 
que nous supposerons encore distinctes. Alors, tout autre invariant e/, de 
Jlf, peut s*exprimer en fonction de /^ , Z, , . . . , 7„: 

(2) J—(p{l^, /,,..., /J = o 

et les équations auxquelles satisfait M sont les suivantes: 



j.(/;,i;,...,7;) = o 



ou, plus simplement: 



(3) J' — j,' = o. 

Oii en déduity par dififérentiation par rapport a y\\ 
. . dJ df' dl[ ^ip' dTn 

(4) / W * / • ' ' "^ ~~r* ' T ^ 

^ dyi dli dyi ai» dy< 

ou lon représente par ^, la dérivée totale, par rapport ä y,, d'une 

fonction /*, de y^ , y, , . . . , y„, de z^y z^. . . . , Zp, et de leurs dérivées zf, 
c'est-a-dire: 

^y^ ^y* ;b ^^^ ^y* k ;fe ^^r^y< 

Ces relations (4) doivent se déduire, comme on sait, de la considéra- 
tion d'in variants nouveaux. En efifet, il résulte d*abord des relations: 

(5) j; = /,,,..,/; = /., J' = J, 

que 7i , ii , . . . , 7i, sont coinme 7, , 7, , . . . , i„, des foDctions distinctes 
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de y[ f - ' ' y !/n' Les relations (4) peuvent donc étre résolues par rapport 
^ ^ f ' - * > ^y ^^ ^^ mettre sous lä forme: 

dli din 

f M*\ -DyTx , i, , . . . , In)'^<p' Dill , . . . , li-i , tT, 7I+I , . . . , In) ^ 

v4) ■nT'' '' ~^Tr 'n7~' '' ^ = O." (/-i,2,...,«) 

^ ^ D(yi ,ij^, .^.,yn) dli Biy, 1 y« > • • • : y») 
De la méme maniére, oh déduit des identités (2) les suivantes: 
D{I^ , I^, , , . . I n) d<p IKIi ^ • ' > Ij—i > J ^ Ij+i ^ ' ' • •> I-) 



Or, en vertu de (5), on a: 



dTi ~~ dli 



et par suite, les équations (4) deviennent: 

//-\ - PC-M > ' • • > Ij—i f ^ y Ij-^t \ y • ' ' > In) Djlj } - • - f Ij—i j ^ y Ij-^i ? • • ? In) 

■D(-M } ' • ' } Il—l } I^i i Ii'\-i f • ' ' 9 In) D{Ii 9 * ' • 9 li—i 9 Ii 9 li-yi 9 - • ' f In) 

oix chacun des deux niembres représente le quotient de deux déterminant« 
fonctionnels formés avec des dérivées totales par rapport aux y', pour le 
premier, aux y, pour le second. 

Les équations. (5) donnent donc par rélimination de y^ , ---yyny u^*e 
relation, qui, par différentiation, conduit a n nouvelles; et celles-ci peu- 
vent s'obtenir autrement par réliniination de y^ , - - - y yn entré les équa- 
tions (5) et (6). On voit par lä que: 

Théoréme I. Etant donnés w + i invariants , le quotient de deux de 
leurs déterminants fonctionnels formés avec leurs dérivées totales par rapport 
aux n varidbles indépendantes, y^y y^y - > > j yny constitue un invariant nouveau. 

Nous dirons que cet invariant (6) se déduit par différentiation, de 
1^ , . . . , I^ y J y avec les invariants de base /,,...,/„. 

2. Les équations, relatives a J!f, auxquelles conduisent ces in- 
variants, ne différent pas de celles déduites par différentiation des équa- 
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tions (3). Il en résulte quMl sera possible, a partir d'un ceitain ordre, 
d'obtenir par ce procédé, appliqué aux invariants de cet ordre ou d'ordre 
inférieur, tous les invariants d'ordre supérieur. Autreraent, on aurait ainsi 
un systéme d'équation8 aux dérivées partielles, qui, sans étre incompatible, 
ne serait pas limité. Désignons par 7^ , 7^ ,...,/„ , t7j , J^ , . . . , t/^, Ten- 
semble de tous ces invariants, pris jusqu'ä cet ordre: nous dirons qu*ils 
förment un systéme complet dUnvariants. 

Cela étant, considérons deux multiplicités, Tune: M y généraU at ^owv 
laquelle les invariants de hase I^ y I^ , . , . y I^ sont distincts, définie par p 
fonctions z^ y z^ y . . . , Zp de y^ , y, , . • • , y«, Tautre: M'y représentée par p 
fonctions z[ , . . . y z^ des variables yl , yi > • • • > y«« S*il existe une trans- 
formation du groupe perraettant de passer de M ä il/', on peut exprimer 
yl > yi > • • • > yi en fonction de ^1,^3,...,^», de fa9on å satisfaire simul- 
tanément aux équations: 

(7) A = -M> • • • J -^ n = Al» ^l == «M> • • • ) ^'p ^^ "^P' 

Ces conditions sont en outre sufiTisantes. En effet, M étant soumise 
aux restrictions énoncées, les relations (7) entrainent les suivantes: 

(8) E' == H 

oii H est un invariant quelconque se déduisant par différentiation de 
ceux du systéme complet, et peut étre par suite un invariant quelconque 
du groupe. Considérons alors un point quelconque (yj^ , (ji/^\ > • • • ? (y«)o 
de My et les valeurs en ce point des z et leurs dérivées: {z^\ , . . . , {Zp\y 

(^i)o y ' " y (-2^^1)0 y " ' y {^\)q y " y {^p^)o > • • • ; P^is, déftni par les équations 
(7), le point correppondant de Jlf' , (if\\ , {y'^\ , . . . , (yi)^ , avec les valeurs, 
en ce point, des fonctions / et de leurs dérivées: {z{\y * - - y {^p)o y Woy 

' ' • y \^Pi)o > • • • > (^1 Jo ' • • • ' v^pjjo > • • • • 

Si on se reporte aux équations (C) du chapitre I: 

\y) ^l = 0)i \^ly '''J Zp^y Zly ,..y Zp^y ,..y Zl , ..., Zj^ y /j , . . . , /f ^ , . . . , A| , . . . , Ågjy 

(jr=i,j,...) (<-i,2,...,/)jc) 
les relations (7) et (8), satisfaites pour les valeurs particuliéres consi- 



46 Ar. TreBse. 

dérées, expriment quc Ton peut attribuer aux paramétres A des valeurs 
particuliéres (/f)o> telle que, pour: 

Af = {Xf\ , zf = {zfX 
on ait: 

et cela, jusqu^a un ordre quelconque Q. A ces valeurs des paramétres 
A correspondent des fonctions x[ y x^ , . > . , x^. de a;^ , a;, , . . . , rc^ , satis- 
faisant aux équations du groupe, dont les valeurs ainsi que celles de 
toutes leurs dérivées, sont déterminées pour: 

^1 = (^i)o = dfiXy • • • > -^n = K)o = (y»)o> 

Ces fonctions représentent une transformation du groupe, qui, effectuée 
sur Mj donne une nouvelle multiplicité M, telle que, au point (yj^, •.., (y«)o 
de My correspond le point (tf[\ , . . . , (yOo > ^^^ valeurs des fonctions et 
de leurs dérivées en ce point étant en outre données par les équations 
(C) , en y faisant Åf = {Åf)^ et zf = {zf\ . M doit nécessairement se con* 
fondre avec M, les fonctions et toutes leurs dérivées ayant, dans chacune 
d'elles, les mémes valeurs, pour les méraes valeurs des variables indépen- 
dantes. La transformation considérée transforme donc bien M en M'. 

Ici pourrait se presenter cette objection que les développementfi ainsi 
obtenus peuvent ne pas étre convergents; auquel cas la transformation 
qu'ils définissent serait illusoire. Mais toute solution des équations (7) 
peut étre considérée comme representant r = w + 1> fonctions, yj, ...,yi, 
z'i , . . . , Zp des variables yi , . . . , y„. Notre proposition établit qirä une 
pareille solution, correspondent r fonctions äjJ , icj , . . . , o;^, des variables 
x^ y x^j ...y Xr9 satisfaisant aux équations de definition du groupe, et se ré- 
duisant a ces fonctions yl , . . . , yi > -2^1 j • . • > ^^ de y, , y^ , . . . , y^, c'est-a-dire 
de ~x^ y x^ , . . . y Xn, lorsqu'on y fait: 



^»+1 ^1 J • • • > ^r — ^j 



py 



z^ y z^ y . . . j Zp étant les fonctions de y^yV^y • • . jjfn qui représentent M. 
Il résulte des propositions générales relatives aux équations aux dérivées 
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partielles, que, si ces fonctiong yj , . . . , yi , isrj , . . . , ;e?; de y, , y, , . . . , y, 
sont réguliéres (nous supposons toujours qu'il en est ainsi), il en est de 
inéme des fonctions x[ ^ x'^j . . . , xl. de a;, , rr, , . . . , jr^. 

3. Paramétres différentiels, ou operations invariantes. Les resultats 
précédents tombent en défaut lorsque, sur la multiplicité Jlf , les invariants 
de base I^^ I^^ . . . ^ I^ ne sont plus distincts. Dans ce cas, M et ses 
transformées satisfont toutes a une méme relation de la forme: 

f{I^j I^, ...j Q = o. 

On pourrait alors les traiter comme muUiplicités particuliéres, satisfaisant 
a Téquation invariante précédente; mais ce procédé aurait le défaut d'exiger 
une étude spéciale pour chaque équation de cette forme; et la relation 
entré Jj , . . . , /, peut d'ailleurs étre arbitraire. 

Il est préférable de reprendre la discussion générale a Taide d'une 
notion nouvelle, celle de paramétres differentials ou operations invariantes. 
On appelle ainsi, étant donné un invariant J, une fonction de ses déri- 

vées totales, ^, des variables y, des fonctions z et de leurs dérivées, 

qui, quelque soit «7, constitue aussi un invariant: le paramétre est du 
Jf**^ ordre, si les dérivées de J qu'il renferme sont d'ordre K et d ordre 
inférieur. Dans le cas précédent nous avons établi Texistence de n para- 
métres différentiels du premier ordre: 

7)77 T T~\ ' (»-1.2,....") 

lesquels sont des formes linéaires, homogénes, et indépendantes, de 
dJ_ dJ_ 

dyr '"'dy.' 

La recherche de Texpression générale de ces paramétres différentiels 
se réduit a une simple construction dMnvariants. Il suffit, aux fonctions 
^, , ^, , . . . , ^p de yj , . . . , y^, d'en ajouter une nouvelle, J, que la trans- 
formation laisse invariante: 

J' = J. 
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Les transformées des dérivées du premier ordre sont définies par les 
relations : 

dJ 



Y^ dJ faar^ ^ ajr^ dzA 



dyi 

o\x les dérivées —^ , — ^-^ , satisfont aux équations de definition du groupe. 
En les rempla9ant par leurs expressions paramétriques, et résolvant par 
rapport aux -^, il vient: 

^ ^ dy i '^dy, '^dy^ '""dyn 

ou les ^ sont fonctions de y» , . . . , y„ , i?i , . . . , ^^ , ^, • • • ' ^/; ' • ' • ' ^ 

et des paramétres ^? , . . . , AJ^ , A{ , . . . , AJ^, des ordres zéro et un. Il faut 
éliininer les A entré ces équations (8) et les équations (C): 

\y) »^ Wi \»\y •••j ^p^9 '"} »19 "'9 «p^ > 'il > • • • J 'iff. t • • • > '^l J • • • J '^Sg) • 

(jr=l,2,...) (<-l,2,...,/»x> 

Pour cela, il est possible en general de résoudre les équations (C) jusqu'a 
un certain ordre minimum K, déterminé, par rapport aux paramétres 
^1 > • • • > ^J. > ^1 ) • • • > ^1,? ou un certain nombre d'entre eux, de fa9on que, 
leurs valeurs étant portées dans les relations (8), tous les A disparaissent: 

il en est certainement ainsi dans le cas au moins oii on peut former n 

• 

invariants distincts /j , /^ , . . . , /„, car, dans cette hypothése, nous avons 
établi Texistence de n paramétres différentiels du premier ordre, distincts. 
En rempla9ant dans les seconds membres de (8), ainsi transformés, les z[^ 
qui y figurent par des constantes arbitraires, on obtient n expressions: 

AT dJ . dJ . dJ 

qui sont des invariants, cest-a-dire, ici, les paramétres différentiels. Les a 
sont des fonctions de t/i , y^ , . . . , y» > ^^ ^1 > -^^j , . . . , ^^ et de leurs dérivées 
jusqu ä l'ordre K. Ces paramétres sont des fonctions Hnéaires et homogénes 
des dérivées de J; ils sont en outre en general, mdépendants, car, pour 
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des valeurs particuliéres attribuées aux arguments dont dépendent les a, 

A.J se réduit respectivement a -r-. 

L'existence de ces paramétres différentiels tombe en défaut, seulc- 
ment dans le cas oix la resolution des équations (C) n'est plus possible 
comme elle a été effectuée, ce qui se produit lorsque M satisfait ä une 
ou plusieurs équations invariantes bien déterminées. Il en est de méme de 
leur indépendance: le détcrminant de ces n paramétres, égalé a zéro, 
donne une équation invariante, ou se décompose en plusieurs équations, 
dont chacune est invariante, car, si elle est satisfaite par la multiplicité 
Mj on a entré ces n paramétres, une relation linéaire: 

a coefFicients non tous nuls, et qui, apres toute transformation eflFectuée 
sur Mj se transforme en une autrc relation linéaire 

^, Al J + yy, A, J + . . . + P'nKJ = o. 

Cest lä Tavantage de ces paramétres sur les premiers que nous avons 
formés, car ceux-ci cessent d'étre holomorphes ou indépendants, dans le 
cas ou M satisfait ä des équations invariantes, dépendant de fonctions ar- 
bitraires. 

4. Ces n paramétres jouissent de propriétés capitales. l)'abord, 
tout autre paramétre différentiel, linéaire, et du premier ordre: 

est une fonction linéaire de A^J, A,*/, . . . , A^J", dont les coefficients 
sont eux-mémes des invariants. Car, AjJ, . . . , A„J étant indépendants, 
on a: 

A/= ro + rAiJ + n^^J + ••• + rn^nJy 

de sorte que toute transformation du groupe, effectuée sur M et sur une 
fonction quelconque J, de y^ , 2/2 > . . . , y„j donnerait: 

fo + r;A;j' + ... + rn^'nJ' = ro + ri^,J+ •• • + n^nJ. 

pu 

ri — ro + (rl — r^)^iJ + • • • + (r« — rn)^nJ = o 

Äda mathematiea. 18. Tmprim^ le 11 octobrc 1893. 7 
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et cette identité aurait lieu quelle que soit la transformation. AjJ, ..., A^J" 
étant distincts, ceci exige bien: 

ro — ro = o, n' — Ti = o . . . . , r» — r« = o- 

En particulier, les deux paramétres diflférentiels du second ordre 
A^^A^J et A^A^jJ ayant une diflférence qui ne contient que des dérivées 
du premier ordre de J, on a: 

A^, A,J— A.A^J = r/t.l A, J + . . . + Tf^^n^nJj 

les j^ ét^nt encore des invariants.* A^J et A^J se réduisant d'ailleurs, 
pour des valeurs particuliéres des variables, a -7- et -p- , A,^ A^»/ et 

A^A,^«7 se réduisent dans les mémes conditions a ^ — 1— , a des termes 

additifs prés ne contenant que des dérivées du premier ordre. On obtient 
donc, par la combinaison des paramétres du premier ordre, autant de 
paramétres du second ordre distincts quil y a de dérivées de cet ordre: 
il en est manifestement de méme pour les ordres supérieurs, et Ton voit 
que, dans la formation de ces paramétres, on peut faire abstraction de 
Tordre dans lequel on combine les paramétres du premier ordre. 

Ensuite, les n operations A^J", ..., A„«7, effectuées sur q invariants 
J, , Jj , . . . , J^, d'ordre a, au moins egal ä jBl, donnent autant d'in- 
variants d*ordre 0*+ i, distinets par rapport aux dérivées d'ordre ^+ i, 
qu'il y a de fonctions distinctes par rapport aux mémes dérivées, parmi 

les quantités -r-^ , . . . , -^ ♦ • • • t -7-^ . En effet, les n invariants A,«7o 
^ dVi dyn ' ' dyn 

. . . , A„Ji, en tant que fonctions des dérivées d'ordre ö* + i, sont n fonc- 

fj T il T 

tions linéaires distinctes de -j-^ , • . • > t^ > les uns et les autres étant 

dy^ dyr, 



* Ce resultat peut sinterpréter ainsi. Les invariaDts étant considérös comme Solu- 
tions dun systömc complet déquations linéaires que Ton sait former, co systéme admct 

df . . 

les transformations infinitésimales A/iA oii les dérivées totales j— sont explicitées. Il 

admet aussi les transformations (A/x Av)* celles-ci sexprimant en fonctions linéaires de 
AiA» • • • > AnA 0° s^^^ 4^^ l^s cocificient^ de ces formes linéaires sont des sol ullons du 
systöme complet. Lie, Math. Annalcn, Bd. II. 
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d'ailleurs des formes linéaires des dérivées d'ordre ö* + i . Si donc les 

, , dJ 

dérivées -j- peuvent s'expriiner linéairement en fonction de p d'entre 

elles, indépendanteSy il y aura, de raéme, p invariants A^ J^ indépendants, 
Äj , Äj , . . . , Hpj les nq — p autres pouvant se raettre sous la forme: 

•^< = öf<o + aa-Hi + . . . + dipHp «-i, »,..., ««-/>) 

oii les a ne dépendent pas des dérivées d'ordre ö* + i . Hi y If^ , . . . j H^ 
étant indépendants, il en résulte, comme plus haut, que ces coefficients a 
sont encore des invariants lesquels peuvent, au reste, se réduire ä des 
constantes. 

En particulier, on retrouve que les expressions A^A^J constituent 

bien -w(n + i) paramétres dififérentiels du second ord re, distincts. 

5. Cela étant, dans la détermination des invariants d'une raultiplicité 
My on trouve, ou bien seulement un noinbre fini d'invariants, ou bien 
un nombre d'invariants qui croit sans limite avec Tordre. Construisons, 
dans ce oas, les n paramétres A^J, A^J, . .., A^J, et soit K Tordre le 
plus élevé des dérivées qui figurent dans leurs coefficients: la détermination 
des invariants d'ordre au plus egal a if, t/J, ...,t7^ , .. . , Jf , ..., J,f^, se 

fait en méme temps, de sorte qu on a entré M et ses transforinées ilf' , 
les relations: 

(9) J[^ = Ji. (A-l,2,...,iS:) (i=l,»,...,/t^) 

De celles d'ordre Ky on déduit, ä Taide des paramétres différentiels, les 
suivantes, d'ordre K + i: 

(10) A^t/i^ = A^«/f . (w=l,?....,n) (« = l,«,...,A*i:) 

Le nombre de celles-ci qui sont indépendantes, entré elles et des relations 
(9), est egal, avons-nous vu, au nombre des fonctions distinctes d'ordre 

K + ly que Ton peut former avec les dérivées — ^, et ne pourrait 

dt/y 

s'abaisser que si les paramétres différentiels A^t/ cessaient d'étre indé- 
pendants en vertu des relations (9), c'est-a-dire en raison des valeurs que 
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prennent sur Mj les invariants JJ , . . . , J^^ , . . . , t/f , . . . , Jf^, Nous 

supposerons qu'il nen est pas ainsi. 

Alors les équations d*ordre if + i , entré M et M\ coinprennent les 
équations (lo), et s'il y a lieu, un certain nombre d'autres, fournies par 
des invariants distincts des précédent^. On procédera de ménie pour les 
invariants suivants d'ordre if + 2, et ainsi de suite. A partir d*un 
certain ordre Z, tous les invariants d'ordrc supéricur sobtiennent en eflFec- 
tuant les operations invariantes, une ou plusieurs fois, sur ceux d'ordre L 

La chose s^établirait de la méine maniére qu'il a éte démontré que 
tout systéme d' équations aux dérivées partielies est nécessaireinent liinité. 
Cest aussi ce qui résulte du méine fait, établi dans le oas oii on applique 
le procédé par différentiation, ce qui revient a substituer aux parametres 
Ajt/, AjJ, . . . , A„«/, un systéme particulier de n autres paraniétres, 
fonctions linéaires, et, en general, distinctes, des précédents. Par suite I 
ne dépasse certainenient pas Tordre le plus élevé des invariants du systéme 
complet. 

On n'est arrété, dans ces operations, que si la formation des in- 
variants jusquä Tordre I devient impossible, ou si les paramétres difFé- 
rentiels cessent d'étre indépendants. Ceci ne se présente que dans le cas 
ou M satisfait ä des équations invariantes hlen déterminéeSy cas que nous 
laisserons d'abord de c6té. 

6. Supposons maintenant, qu une telle multiplicité généräle M étant 
donnée, elle ait a invariants d'ordre <t, J^ , J^ , ..., «/„, s'exprimant en fonc- 
tion des autres invariants d'ordre a et d'ordre inférieur: i^ , /^ , . . . , 7^: 

(i i) Jj — jrj(/i , /j ,...,/,) = o , . . . , J^ — jp^(/i ,72 , Jj) = o. 

Les multiplicités M\ transformées de My satisfont aux méines relations 

(II') j; — jp,(/;, Ji,...,7;) = o, ..., j; — jr„(/;, i;, ...,/;) = o. 

Or, au systéme d'in variants distincts 7j , . . . , 7^, J^ , . . . , J"^, et a ceux 
qu'on en déduit Aj J^ , . . . , A^» J„, on peut supposer substitué celui des 
invariants aussi distincts Jj , . . . , 7^, J^ — jTj , . . . , J^ — jr^, et ceux qui 
s'en déduisent Aj(Jj — jrj , ..., A„(J« — <p^. En vertu de (11), ces 
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derniers soiit tous nuls sur 3f , de telle sorte que M' satisfait aux 
équations: 

Mais ces équations sont satisfaites pour toute solution du systérae (ii')> 
dont elles sont des conséquences par dérivation: en eflFet, le systéme ( 1 1 ') 
n'entrainant pas la dépendance des paramétres AJJ', on sait que les équa- 
tions (12), d'ordre ö* + i, förment un systéme équivalent a celui que 
lon obtient en dififérentiant les équations (ii')- 

l)*aprés cela, si tous les invariants de M^ d'un ordre A, egal ou 
supérieur a /, sont tous fonctions des invariants d'ordre inférieur ä A, il 
sufifit, pour exprimer que tous les invariants de M' satisfont aux mémes 
relations que ceux de ifcf, d'écrire les équations (iT) jusqu*ä Tordre A, 
équations. par mi lesquelles il peut d'ailleurs y en avoir un certain nombre, 
quon sait reconnaitre, de la forme: 

a:(j; — i.;) = o 

et qui sont des conséquences des autres par dérivation. Il en résulte, en 
égalant entré eux les invariants distincts Jj , J, , . . . , /^, de M et M\ 
que tous les invariants de M sont égaux rcspectivement a ceux de M'\ 
et par suite, comme on Va déja établi, ces conditions sont suffisantes pour 
que M' soit homologue de M. 

Quant a la correspondance entré M et Vune des solutions M* de ce 
systéme (11'), elle fait correspondre a un point quelconque de My un 
point déterminé de M' ou une infinité de points, suivant que le nombre 
P des invariants distincts est egal ou inférieur a n: et, une fois fixé ce point 
de M\ la correspondance est complétement détetminée. 

Enfin, comme il y a au plus n invariants distincts, Tordre A, qui 
est^au moins egal a Z, est au plus egal a Z + ^ — i- En resumé: 

Théoréme II. Bans le cas ou une multipUcité ä n dimensions admet 
rélativement ä un groupe de Liey un nombre illimité d'invariants, on peut 
toujours canstniire et un systéme dHnvariants d'un ordre minimum I, et un 
systéme de n paramétres différentiels, linéaires et homogénes, du premier ordre, 
qui, appliqués aux invariants précédents donnent tous ceux d'ordre supérieur. 
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Les muUiplicités M', homologues d'une muUiplicité générale donnée, M, 
sont définies par un systéme d^équations aux dérivées partidles obtenu en 
exprhnant que leurs invariants d^un ordre A, au moins egal å I, et au plus 
ä Z + n — 1; sont lies par les mémes relations que ceux de M; et la ou 
les correspondances qui rattacJient Vune ctelles å M s'obtiennent en égalant 
les invariants distincts de M aux invariants correspondants de 31'. 

y. Les multiplicités particuliéres, pour lesqucUes ce qui précéde ne 
8'applique pas, se partagent en un nombre fini de classes^ chacune d'elles 
étant dcfinie par un systéme bien déterminé d'équations invariantes. L'étude 
de chaque classe se fait, comme on Ta vu (2® partie, ch. I), de la méine 
maniére que celle des multiplicités générales. On est conduit a repeter 
sur elle les raémes subdivisions, les multiplicités de cette classe possédant^ 
les unes un systéme dHnvariants que Ton saura former, les autres étant 
définies par de nouvelles équations invariantes. Pour ces derniéres, il faut 
continuer de la méme maniére. Cette suite de subdivisions est d^ailleurs 
limitée, et on arrive nécessairement a des classes ne se partageant plus, et 
ayant ou n*ayant pas d*invariants: dans le cas contraire, on aurait en efifet 
des multiplicités satisfaisant ä des équations invariantes formant un systéme 
illimité d'équations aux dérivées partielies. 

8. Application. La théorie des surfaces applicables nous donne une 
application des principes précédents, en méme temps qu'un exemple de 
calcul d'invariants a Taide des transformations infinitésimales. Nous con- 
sidérons un ds^j rapporté a ses coordonnées symétriques: 

ds* = 2Xdxdy. 

Cette forme n'est pas altérée par les transformations: 

X' = X[x\ y' = Y{y) 

lesquelles förment un groupe de Lie, dont les transformations infinité- 
simales sont: * 

(13) dx = —^[x)dt, dy=—rj[y)dt 

ou X et f sont des fonetions arbitraires de x seulement, y et ?y de y 
seulement^ 



>* 
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A est une fonction de x et y, dont la transformation infinitésimale 
est donnée par Téquation: 

ilX , 8dx , 8du 8X , d8x , d8u 

o = = '■- 

Å ^ dx ^ dy Å ^ dz ^ dy 

ou 

(14) ÖÅ== X{e + rj')f)L 

On a a chercher les invariants du groupe de transfonnations (13) 
et (14). Noiis poserons, jr ctant une fonction quelconque de x et y: 

^'^ "~ dx* dy^ ' 

Les dérivées d'une telle fonction sont transformées de telle sorte que la 
relation : 

reste invariante, ce qui donne: 

oii -7- et -7- représentent des dérivées totales. 

dx dy '^ 

Pour Tordre zéro, on a Véquation invariante A = o, dont la significa- 
tion est banale. Nous supposons donc A =t= o, et posons A = e", ce qui 
donne: 

. o^a> = (f' + V)o^ 

d'ou un premier invariant du second ordre {courlmre totale): 

I 9* 

*» Ådxdy ^ 
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Pour les ordres supérieurs, nous ne conservong, des dérivées de ö>, 
que celles de la forme w^o ^^ ^o»f ^^ substituons aux autres les dérivées 
de a. Ceci donne, pour le troisiéme ordre: 

1^8 coefificients de cS • • • , c'^ j ^S • . . , ^'^ donnent ainsi, pour la déterinina- 
tion des invariants, jusqu'au 3™' ordre, un systéme de 8 équations a 10 
inconnues; ces équations sont indépendantes, car elles se réduisent ä: 

^ _ 3/" _ 3/* _ J/^ _ ^Z" __ ^/" __ ^/* 



aö;,^ dio^^ 3ö;„ aoi^, 3w,o dw^^ 

(•5) 

Elle cessent d'étre distinctes, seulement dans le oas de 

«io = o, a,, = o, 

équations qui förment ainsi un systéme invariant. Elles définissent des 
surfaces particuliéres, savoir: 

a = const. 

On voit irnmédiatement que ces surfaces n'ont pas d'autre invariant que a. 
Pour les autres, on trouve deux invariants, a, et un autre: 

Pour le 4"* ordre, il faudrait prolonger les équations (15), en y 
ajoutant les 5 elements du 4™® ordre, cd^^ ? a^o ' ^h » «oa » ^^v ce qui laisse 
évidemment ces équations indépendantes, et leur ajouter les deux suivantes, 
provenant des coefFicients de f^' et rf: 

df df 



3^40 d(0o4 

lesquelles sont indépendantes entré elles, et des précédentes. On trouverait 
donc 3 invariants du 4"'*' ordre, et, de la méme maniére, w — i invariants 
du w*^"® ordre. 
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Pour les déterminer, construisons d'jvbord les paraniétres différefitiels. 
J étant un invariant, on a: 

Noiis prendrons les deux paramétres: 

qui ne sont pas symétriques, mais qui tombent en défaut seulement dans 
le cas de a^^ = o: dans cc cas, il suflfirait de recourir aux paramétres 

analogues ö~'"a,Q.7j,, et -— . 

Nous remarquerons que: 

A, A,./ - A, A,/ - - e~[^^.7., + (^;- - ,..,) ./,.] 

= - e-c, , A, J- - V^A. A,/, 
ce qui met en évidence deux invariants du 4"* ordre: 



«o« — ^Ol^^^Ol 



On en connalt, en outre, deux autres: 



A,y9 = e-(«„ + «;;V- ^,.«„), 



lesquels sont lies aux précédents, comme cela doit étre, par une relation: 

On a ainsi 3 invariants du 4°*® ordre, A^y9 , A^y? et y qui constituent des 
fonctions distinctes, respectivement, de a^o'^!!» ^^ ^02 Leurs dérivées 
du 3***"® ordre donnent g + 3 fonctions distinctes des 3 + 3 dérivées 
d^ordre (/ + - ^^ a; en répétant sur elles, une ou plusieurs fois, les 
operations A,»/ et A^f/, on formera donc y + 3 invariants distincts d'ordre 

Åeta maihvmatiea. 18 Imprimé le 12 octehre 1893. g 
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7 + 4, c'e8t-a-dire, tous lea invariants (l'ordre supérieiir a 4; le nombre 
I eftt ici egal a 4. 

Cela pose, considérons d'abord une siirface générdle M^ qui n'annule 
done pas a^, (ce oas se traiterait de la inéme maniére). Si ses invariants . 
et et y? sont distincts, les invariants du 4'"* ordre A,y9 , A^y? , y seront 
fonctions de a et y9: 

(16) AJ=f,{a,/S}, . A.jS = f^{a , fl), r = /;(«,y5). 

To ute surface 3f' , transforrnée de 3/, est alors définie par les équations 

(16) qui suftlsent, et les correspondances, en nombre fini, entré 3/ et 3f' 

sont données par: 

a' = a, fi' = p. 

\j2i troisiéme équation (16) est, au reste, une oonséquence des deux précé- 
dentes, en vertu de Tiden tité: 

qui donne f^ connaissant /", et /",, car Texpression: 

ne 8'annule que si a et ^ ne sont pas distincts. 

Si M est telle que y9 et a ne soient pas distincts: 

(•7) /?-A«) 

A,^ et Ay/9^ sont aussi fonctions de a: 

et il en est de méme des 3 invariants du 5™* ordre, A,A,y9, A^A^y?, 
AyA^^. Si Y est distinct de a, le 4*"^ invariant du 5°** ordre, A^;-, est 
alors fonction de a et y: 

(18) A,r = <r(a,r). 

Les uiultiplicités (3f') sont, dans ce cas, définies par les équations (17) 
et (18), la correspondanco étant donnée par 



(X = ot, f = y, 
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Si, en mémc temps que [i ^y est fonction de a: 

(19) r = H^) 

les 3 invariants du 4'°® ordre sont fonctions de a; il/' est définie par les 
équations (17) et (19). Ici, il y a une infinité de correspondances données 
par la seule relation 

a' = a, 

un point jc^yy^ de M pouvant correspondrc ä tout point x\ y' de M' 
satisfaisant a Téquation 



TROISIÉME PARTIK 



CHAPITRE I. 

Calcul des invariants. lPo^*nies réduites. 

I. Le calcul des invariants peut étre facilité souvent par Tapplica- 
tion d*une nou velie notion, celle de forrne réduiie ^une muUiplicité, rela- 
tivement a un groupe de Lie. 

Considérons un element particulier E^ d'une multiplicité ilf , c*est- 
adire, un systerae de valeurs ^s^^ > • • • > -2?^! > -2?]® , . . . , ^^% . . . , ^{"^ , . . . , ^^^ , . . . , 
des variables indépendantes, des fonctions et de leurs dérivées; et re- 



* Si ToD admct, ce qu^on verra dans la suite, que les iDyariants coDsidérés sont 
les mémes que oeux que Tod aurait, eu prenaut ud ds^ sous sa forme géuéralc 

ds* = Edu* + 2Fdudv + Odv\ 

OQ retrouve ici la solutiou du problöme suivant: rccoDuaftre si deux surfaces sont appli- 
oables. Cf. Darboux, TJiéorie générale des surfaces, t. III, liv. VII, chap. II. 
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gardons un invariant comme une fonction de ces coordonriées, tolle, que 
la méiue fonction des coordonnées d'un éléraent -EJ, transfonné de Eq, 
quand on soumet M a une transformation du groupe, ait la niénie valeur. 
Les coordonnées de Eq, étant définies par les relations: 

//lON -/A'0 /->7,00 ,00 ^KO -A'0 ;|0 ;o ;|A' }K\ 

\y J ^i — ^i \^i 9 * ' • y ^p^ j * • • j ^1 ) • • • > ^p^ } ^l y • ' • 9 ^s^ } ' ' • f ^l > • • • > ^ej^} 

(A'-!. 3,...) (<-l,2,...,/>j^.) 

ou los A sont des parainétres arbitraires, on peut choisir ces paramétres 
de fa<,*on que certaines des coordonnées de Eq , z^^li , ..., z^l^y ^^|^i , ..., z^]^, ..., 
^a%i > "'jKT' •••' P^cnnent des valeurs fixes arbitraires, c^,^^^ , ..., c^^, c]^^^i , ..., 
c^p ..., c,^^^.i , : .., 6-^^, ..., pourvu au moins que, soit les coordonnées de -B^, 

soit ces constantes arbitraires, ne satisfassent pas a certaines équations 
invariantes: cette exception ne pourrait se presenter que soit dans le cas 
oii M serait une multipUcité particuliére, soit, dans le cas contraire, pour 
des points particuliers de M. Les autres coordonnées de Eq, sont alors 
coniplctement déterminées: 

,/A'O /7A7»00 y<»0 • -A^O ?^'0 /.*> /.« /»A' .,K\ 

^i — ^i \^l j * ' • 9 ^p^ t ' ' ' ■> ^\ J • • • > ^p^, 1 So+1 > ' • • > ^/>o ' • • • ) *';tA + ^ > • ' • ) ^Pi^l 

^A'=l,2,...) (i -1,2,... /tj^.) 

et leurs valeurs, fonctions des coordonnées de JE^o sont les invariants 
cherchés. Cest, en effet, la niarche que nous avons suivic pour former 
ces invariants. Cest ce qui résulte aussi de la remarque suivante. 

Soit &^, Télément transformé de E^, element rédidt, caractérisé par 
les valeurs constantes ^"^^.i , . . . , cj^ , . . . , c^^j , . . . , c^^. , . . . de certaines 

de ses coordonnées. La transformation T qui donne 

est bien déterminée, et unique au moins dans un domaine fini; elle serait 

déterminée jusqu'a Tordre K sculement, si les valeurs des constantes c 

nétaient fixées que jusqu*a cet ordre K, 

Soit Eq un element déduit de Eq par une transformation quelconque 

^; il lui correspond un element réduit, Sj, et une transformation, jT, bien 

déterminée, telle que: 

E',T = &', 
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On a donc: 



E^^T = &'o' 



La transformation ST' qui fait de E^ un element réduit doit donc se 
confondre avec T (au moins jusqu'a Tord re X), et &l se confondre de 
méme avec 6^. Les coordonnées non arbitraires de &q ou G^ s^exprimant 
de la méme maniére en fonctions de celles de iJj pour le premier, de 
Eq pour le second, ces fonctions sont donc bien des invariants. 

Ceci montre en outre que, réciproquement, si a un element E^ de 
M correspond un element réduit ö^, de forme définie, et déduit de E^ 
par une transformation bien détenninée du groupe, les coordonnées non 
arbitraires de &q sont des invariants, fonctions des coordonnées de E^. 
De plus, ces invariants qui, pour 

se réduisent a z^i , . . , , z^,^ j ^1 > • • • i ^l^ sont manifestement distincts: con- 
sidérés comme solutions du systéme complet formé a Taide des träns- 
formations infinitésimales, ils constituent un systéme de solutions principales 
de ce systéme complet. 

Dans le cas ou E^ satisfait a une équation invariante qui ne permet 
plus la réduction a la forme ö^,, il en est de méme des elements träns- 
formés Eq. Alors, il y aura une forme réduite nouvelle, distincte de la 
précédente, chacune des équations ou systémes d'équations invariantes qui 
dcfinissent les multiplicités particuliéres pouvant correspondre ä une forme 
réduite bien déterminée. Par conséquent: 

Théoréme I. A tout groupe de Lie, on peut faire correspondre, pour 
une multiplicUé de dimensions données, un nombre limité de formes réduites, 
telles que tout element E^ d^une telle multiplicité puisse se mettre, ä Vaide 
d'une transformation bien déterminée du groupe, sous Vune de ces formes ré- 
duiies. Les coordonnées de Vélément réduit S^ sont, les unes, égales ä des 
constantes fixes, les autres des invariants, fonctions des coordonnées de félé- 
ment initial E^. 

2. Par exemple, étant donnée une surface, on peut, en effectuant 
sur elle une transformation bien déterminée du groupe des mouvements: 

P j Q , r,yr — zq,zp — xr,xq — yp 
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transporter Tun quelconque de ses points a Torigine, son équation dans 
le voisinage de ce point étant: 

z = ^" x' + '^-f + -^x^ + ^-' x-^y + ^'- x,f + "^f + . . . . 

Los coefficients de cette fornie réduite sont les valeurs des invariants de 
la siirface, en cc point; en particulier, a^o ^^ ^02 ^^^* ^^^ inverses des 
deux rayons de courbure. Cette réduction se fait en transportant le 
triédre des coordonnées, sur le triédre formé par la normale a la surface, 
et ses deux directions principales en ce point. EUe tombe donc en défaut, 
dans le cas oii ce triédre 6'évanouit, c'est-a-dire, soit lorsque la normale 
est tongente a la surface, soit lorsque les deux directions principales sont 
confondues: de la deux classes de nmUiplicités x)articuliereSy les unes, les 
développables circonscrites au cercle de Tinfini, définies par Téquation 

invarianter 

I + P' 4- !/' = o, 

les autres, les surfaces réglées dont les génératrices sont les droites iso- 
tropes, et dont Téquation est: 

[/•M(i + q') - 2S(I + 1>'){1 + q') + tpq{l + p')Y 

+ (!+?>' + q')[r{i + q') - t{i + p')y = o. 

3. La méthode peut étre généralisée. Supposons qu'a Taidc d'une 
transformation du groupe, non pas nécessairement unique, cette fois, on 
puisse mettre un element arbitraire E^ de M sous une forme réduite 6^, , 
caractérisée par les valeurs fixes rj^+i, . . . , c*^^ , c\^^ , . . , c^^ , . . . que pren- 
nent respectivement ses coordonnées ^^^4.1 , . . . , ^^^ , z^^^ , . . . , z^^ . . . . Les 
autres coordonnées, ^j , . . . , ^^^ , ^-J , . . . , ^J^ . . . de Q^ sont fonctions des 
coordonnées de Télément initial E^ , et les invariants cherchés sont fonc- 
tions de ces seules quantités. Pour les obtenir, il suftlt d'achever la ré- 
duction de rélément a une forme réduite bien déterminée, en tenant 
compte seulement des valeurs constantes déja attribuées ä certaines coor- 
données. On posera donc, dans les équations (C^): 

^,'00 ^00 ^0 -'00 -00 ^0 

^v^+l ^Vo+1 ^Wo + U • • • J ^p^ ^p^ ^/)o> 

^MO -10 .,1 -/lO -10 ^1 

-^»/i+l '^vi + l W, +-!> • • • ? ^pi ^pi ^/»i> 
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puis on achévera de déterminer les paramétres Å, en attribuant a de nou- 
velles coordonnées z'^^%^ , . . . , K^y ^'fiXi ? • • • > ^v,^^j • • • ^^^ valeurs constantes: 
ori exprime ainsi les autres coordonnées z[^^, . . . , ^^, ^'/®, . . . , zj,]^, ... en 
fonction de z^j . . . j zl^j z\^, . . . , z]^ ^ . . . y et ces expressions sont les in- 
variants cherchés; la transformation qui raméne E^ a la derniére forme 
réduite est en effet unique. 

4. Ce procédé est intéressant dans le oas oii la forme intermédiaire 
&Q a elle-méme pour coordonnées les invariants d'un sous-groupe du 
groupe proposé. On obtient alors les invariants du groupe general, ex- 
primés en fonction de ceux du sous-groupe. 

On peut arriver au méme resultat a Taide des transformations in- 
finitésimales, la méthode s'appliquant d^ailleurs a un systéme complet 
quelconque d'équations linéaires aux dérivées partielies. 

Soit donc un systéme complet 

(O ^if =0, . . . , XJ = o, X^^J =0, . . . , XJ = o 

de n équations linéaires aux dérivées partielies, a r variables a?j , rr^, ..., .r^. 
Nous supposons que les h premiéres förment elles-mémes un systéme 
complet dont on connait les solutions principales iri^.i , . . . , a^'., qui se 
réduisent a X;,^i , . . . , o?^, pour 

Pour achever Tintégration de (i), nous prenons comme nouvelles 
variables a^j , . . . , ir^ , x',^^^ , . . . , ajj!, et alors le systéme complet devient: 

(2) XJ= X,rr;+,— p- + X,.r;^.2-f- + ••• + XX— 1 = o u-h+i «> 

dXh+l a.rÄ+2 där 

ou les coefficients des derniéres équations sont supposés exprimés en fonc- 
tion- de x^ j , . . j Xf^ , x/f^^i y . . . y x'^. Si on résout les derniéres équations, 

par rapport a — j— , . . . , — ; , par exemple, le systéme devient jacohien, de 

telle sorte que ses coefficients sont alors indépendants de a-, , . . . , 37;^. Le 
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resultat de cetite resolution ne change donc pas si on remplace dans (2), 
x^ j . . . j Xf^ par des constantes, en particulier par j^J , . . . , a;". Soit: 

Gette substitution donne identiquement: 

et on remplace le systéme-(2) par un systéme équivalent en substituant 
a tout coefficient X^x^ Texpression ^^^.(.rj , . . . , .r,% .r^^, , . . . . xl), laquelle 
s'obtient simplement en calculant XfXl, en fonctlon de x^ , ..., x,,j r^+i, ..., x^, 
et y faisant ensuite: 

i^i = .rj, • • • j ^A = •'^A) ^A+l ^^ '^A + M • • • J ^r ^^ ^r • 

Les derniéres équations (2) förment alors un systéme complet par rapport 
aux seules variables x',,^^ , . . . , .r^, dont les solutions sont les intégrales 
de (1), exprimées en fonction de x/f^^i , . . . , a;^. 

5. I/application de la méthode peut étre facilitée dans certains cas. 
EUe consiste a effectuer sur Télément intermédiaire 5^, une transforma- 
tion qui naltére pas ses coordonnées constantes: 

En general, la transformation générale jouissant de cette propriété dépend 
des autres coordonnées z^^^ y . . . ^ z^^, z\^ , . . . , z]^ , . . . de ö^ : dans le cas 
contraire, elle appartiént nécessairement a un groupe i", sous-groupe du 
proposé G. Tout revient donc, dans ce cas, a faire ime derniére réduc- 
tion de la forme intermédiaire 911', par une transformation de I] c'e8t-a- 
dire, a déterminer les invariants des multiplicités 91c, par rapport au 
groupe r. 

Cest ce qui résulte aussi du raisonnement suivant. — S\ S est la 
transformation générale de 1\ et 1\ une transformation particuliére met- 
tant une multiplicité donnée M sous la forme 91c, la transformation gé- 
nérale de G qui donne la méme réduction est T^S. Tout invariant de 



Snr les invariaDts différentiels des groupes coDtinus de traDsformations. 65 

S)lt par rapport a P, exprimé en fonction des coordonnées de My est alors 
nécessaireinent indépcndant des arbitraires de cette transformation T^S^ 
puisqu'il garde la méme valeur, quelle que soit la multiplické réduite 
ffd a laquelle on ait ramené M\ c'est donc une fonction bien déterminée 
des coordonnées de Mj et, par suite, il constitue un invariant de M 
par rapport au gro^ipe G. 

Réciproquement, tout invariant de M par rapport au groupe <t, 
exprimé en fonction des coordonnées d'une multiplicité 91t, donne évidem- 
ment un invariant de 91t par rapport au groupe I\ et les invariants 
distincts sont les mémes, toute relation qu'il y a entré eux sous la forme 
91t, subsistant quand on revient a la forme M. 

Par exemple, un ds^, 

(4) ds^ = Edx^ + 2Fdxdy + Gdy' 

peut toujours, ä Taide d'une transformation convenable du groupe G: 

X' = X{x,y), y' = Y{x,y), 
oii X et Y sont des fonctions arbitraires de a: et y, se mettre sous la forme: 

(5) ds^ = 2Xdxdy 

et la transformation générale de G qui couserve cette forme réduite de 
rfs', est indépendante de X et constitue un sous-groupe F åt G: 

X' = S{x), y' = H{y), 

ou S est une fonction arbitraire de x seulement, et // de y seulement. 
Tout invariant de la forme (5) par rapport au groupe F donne donc un 
un invariant de la forme (4) par rapport au groupe G) et on obtient 
tous ces derniers invariants de cette maniére. 



Äeta mathåmoHea. 18. Tmprimé le 12 octobre 18<)3. 
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CHAPITRE II. 

Invariants d^une mirface par rapport aux tranaformatians cou' 
fortnea et atix tranaformations projéctivea de Vespace. 

I. Appliquons ces principes a la recherche des invariants d'ilne 
surface, définie par une fonction ^ de a; et y, par rapport au groupe Q^^ 
des transformations con formes de Tespace: 



(6^10) 



p , q , r , zq — tjr , xr — yp j yp — xq, 

IT, 2xU-[x'+y'+z')p, 2yU^[x'+y'+z')q,2zU-{x'+y'+zy 



avec: 

U = xp -{- y? + ^^*- 

Les six premiéres transformations förment le groupe G^ des mouve- 
raents de Tespace; a Taide d'une transformation de ce groupe, on peut, 
avons-nous vu, transporter un point quelconque de la surface a Torigine, 
Téquation de la surface ayant la forme: 

ou les coefFi.cients sont les valeurs des invariants du groupe G^j au point 
considéré. Ceci devient impossible dans deux cas particuliers, définis 
chacun par une équation invariante, qui est aussi équation invariante de 
(?jQ. Nous laisserons ces deux cas de c6té. 

La transformation conforme n'altérant pas les lignes de courbure, la 
transformation générale de 0,^ qui n'altére pas la forme de Téquation (i) 
est indépendante des coefficients de (i). Elle forme effectivement un 
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groupe ö^, celui des 4 derniéres traiisforrnations dé G^^. Sa transforma- 
tion infinitésimale est: 

åx = [2x{ax + i»j + cz + h) — a{x^ + i/^ ^ z^)]St, 

dy = [2!/{ax + hy + cz + h) — b{x' + y* -f z')]dt, 
dz = [2z{aj'. -\-by + cz + /») — c(x» + //•' -f- v?')] dt\, 

oii a,bjCjh sont des parauiétres arbitraires. • 

L'équation (i) étant: 

-» = f{x,y), 

l'équation de la surface transformée est: 

z-åz = f{x, y) - I dx — %/y> 
ou, en 8'arrétant aux terraes du premier ordre en dt'. 



^ = f{x,y) + dt 



2{ax + hy + c/- +/»)(/•- xg-y?J) 



+ i-' + y' + r){al-\-hl-c)\. 



D'aprés cela, la transformation infinitésimale des coefilcients de (i) est: 

oXo + (2Äa,o+2c)<?^ =0, da^^-\-{2ha^^-\-2c)3t =o, 

da^^-\- /^ha^^dt =0, da^^+4ha^^dt =o, 

»X, + [4A«,i + 2*(o,o — «oj)] <^ = o. »X» + [4Ä0,, + 2a(a„ — fl,J] o7 = o. 

Elle met en évidence i" une équation invariante du second ordre: 

<*so — %i = o- 
2° (feua; iwvonanfe du troisiéme ordre: 

(«.o — «oi)'' (».o — »..)' 
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L'équation invariante exprime que la transformation conforme change 
un ombilic en ombUic. Quand elle est satisfaite, les deux invariants du 5"** 
ordre n'ont plus de sens. 

Po ur avoir la sigiiification de ces invariants, déterminons, dans le 
voisinage de Torigine, les rayons de courbure de la surface. Ils sont 
donnés par Téquation: 

p\s'--rt)+pyJx+p^ + q^[r{i+q') + t{i+p')-^2spg] — {i+p' + qr = o, 

qui, aux termes du second ordre prés, se réduit ici a: 

— /o'rf + p{r + t) — 1=0, 

ce qui donne pour chacun des rayons de courbure: 

II a^^x + a ,,y , 

^'~'i~a,, al, "•■•••• 

Désignons par s^ Tarc de la ligne de courbure suivant laquelle la sphére 
osculatfice de rayon p^ touche la surface, par s^ celui de la seconde ligne 
de courbure. On a: 

5j = X -f" • . . s^ = y -f- . . . 



et, par suite, a Torigine, on a: 



I I 

ri rt 

a 1?Pl a -—-^li a - —l^li a - _ L ?^ 



et les deux invariants obtenus sont, au signe prés: 






La méme méthode conduit a 5 invariants du 4°° ordre, dont le calcul 
est, jusqu a present, sans intérét. 
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2. On peuty de la méme maniére, construire les invariants d'une 
surface par rapport au groupe des transformations projectives. On peut, en 
effet, décomposer les transformations du groupe en sous-groupes s'emboitant 
les uns dans les autres, suivant ce tableau: 





xr yr 


P, 9 , r 





xq yp xp — yq 



xp + yq ^^ 



zp zq 



xTJ — zq yU — zp 



zU 



A chacun de ces groupes correspond, comme on le verra, une forme 
réduite bien déterminée, la transformation générale du groupe suivant qui 
n*altére pas les caractéres de cette forme réduite, étant indépendante des 
coefficients qui y figurent. 

1°. D*abord, une transformation du groupe 



P^Qy r 



, permet de 

transporter un point quelconque x^y y^ y z^ de la surface a Torigine, ce 
qui met son équation sous la forme: 



(2) 



g = z,^x + «oiy + • • • + ätti^^ ■•"••• 



9*+*Ä 



ou Zui représente la valeur, en ce point, de la dérivée . ^ 

. En posant: 



2". 




^ = ;? — ^„a; — 0„y 



on obtient la forme nédaite: 



(3) 



z, 



z, 



Zkk 



;. = ^fa;» + ^,,a^^ + ^y' + ...+^a;Y+.-.- 



h\ k\ 



On voit par la que tout invariant est indépendant de x ^y j Zj et 
des dérivées premiéres z^^^z^^. 
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. On détermiiie la transformation: 






{Irn^ — ml^ =^ 1 ) 



{ 
i 

; t 



de fayon a annuler les ternies en x'^ et y". On pose donc: 
A e.t /i é tant les racines de Téquation: 

■ I 

ce qui touibe en défaut, lorsque ces racines sont égales, cest-a-dire, pour: 

éqtuition invariante des surfaces dévdoppaUes. 
Si on écrit Téquation (3): 



z = 



\9%k^ y y) + rX3^«^^^ , y) + • • • + ^ ^^ ^, Fp(^ , y) + • . . 



(fp étant unc fonction homogéne de degré p, Téquation devient, par la 
transformation 



p>:2 



OU 



-E 



^** Ih^^.k y^th^Jk 



Ä + A^a 



Alft! 



Vm^x'^ty 



en posant: 



A! 



«** = (A +lk)lt^^+*''(^ ^ ^) "^ /^f^i+M(^ ^ ^)](*) 



jfe! 



Dans cette forme, I et m satisfont a la relation: 

lm{jx — A) = 1 . 
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On achéve de les déterminer en égalant entré eux les coeflficients de x'* 
et y'% ce qui donne: 



d'ou: 






ce qui tombe en défaut dans le cas oii Tune des quantités otg^ et a^^ est 
nulle, e'est-a-dire lorsque les équations: 

^70 + 2^11^ + ^02^^ = o, 

k 

ont une racine commune. Cest le oas des surfaces réglées. 

« 

Sauf dans ces deux cas d'exception, Téquation se met donc sous la 
forme: 



1 1 



81,8 /l^L 1_1 \ 

^ = _ ^ ^ T i — g 1 1 \ao8«8o «ai^ y + «8o«o8 aj2^ / 

(f^-^y 2{/i-Åy 

(4) 

*— A k— k 
e e 



iri> -h yq zr 



. La transformation 



X = {Ta:', y = öy', £i' = r<e 



per met, en prenant: 



1 1 

t T 

TO : = I , TO T = I 

U — / 1 

(/. - /)' 



d'amener les coeflficients de xy et — ^-^ ä étre égaux a Tunité, les cas 
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d'exception étant encore ceux qui viennent d*étre signalés. De la la forme 
réduite: 

(5) ^ = a^ + ^^ + ^ajV + ^^'+ r ^xY = ^{x,i,) 



avec 



A+*>:4 






zp ^q y L'équation de la surface 



devient, par la transformation infinitésimale précédente: 

ovi f et g sont des constantes arbitraires; ou, aux termes du second ordre 
en dt, prés: 

ce qui donne, pour les coefficients a,, , o,,, . . . la transformation infini- 
tésimale : 

o\, -\- 2gåt = o, (Ja„ + 2fdt = o, 

»Xo + 4^0^' == o» 0X4 + 4/'<?< = o, 

<^«8i + (4/" + (^ff^u)^ = o» öX« + i4ff + (>faxi)dt = o, 

»Xj + 6(/ä„ + ^a,,)^ = o. 

Elle correspond aux transformations finies: 

o« = «9i — 2/ , 
o« = «4o — A9' , 
a»i == «3i — (>ff'<hi — Af + 6/', 

Om = «„ — 6 (/•' flt„ + ^' ff „) -}- 1 2/"'^' . 



a'n — Ou 2/"', 




O04 — Oo4 4/" > 




0,8 = rtlS Ö/"'»,, 


- 4.9' + 6r*. 
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En prenaiit 






a. 



' 2 ' 



on met réquation de la surface sous la forme: 



(6) 



z = xy + 



X^ + y' ^ Y ^ht ^n 



6 \:^,h\k\ 



x'i/ 



oii les coefficients A constitiient les immriants de la surface par rapport 
au groupe des transformations linéaires, les premiers coefficients ayant en 
particulier les valeurs suivantes: 



Ao = « 



40 



2 a 



-"31 ^31 



319 



2 ^21 ^^U> 



Ai = «04 2rt,2, 



-^18 — ^is — :: ^ 



2 
12 



2^21, 



-4,2 = a 



22 3^12^21 



6^ 



xU — zq ylT — zp zU . Enfin, la transformation infinitési- 



male projective la plus générale qui n'altere pas la forme réduite (6): 

z = ^{x,y) 

est indépendante des coefficients A. .EUe forme donc un groupe et a 
pour expression: 

dx = \x{Jx + wy + vz) — mz] dty dy = [y{Ix + m/ + nz) — Iz] SI, 

(Jz = z{lx -^ my + nz)ot^ 

ou 1 , 7n j 71 sont des coefficients arbitraires. Elle transforine la surface (6) 
en la sui vante: 

z — ()z = <p{x,y) — ^äx~^^f7y, 
ou, aux termes prés du second ordre en ^: 



z = 4^{x,y) + ()t 



(fe + „ + „^)(^_,!i'_,|)4,^,(,„g+,?|) 



Aeta mathematiea. 18. fmprimé le 14 octobre 1893. 
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La transformation infinitésimale des A qui en résulte est: 

dA^Q + 4lf}t = o, SAq^ + 4m ()t = o, 
^.^3^ — 2m dt = o, dA^^ — 2ldt =0, 

(7A^^ + 4n^ = o, 

ce qui correspond a la transformation finie: 

A40 = -^40 — 4^ > -4o4 = -4q4 — 4.m j 

Al = -^81 + 2m', A\^ = ^13 + 2V, 

A22 = ^22 — 4^'- 
En prenant: 

2 ' 2 ^ 4 

Téquation de la surface se met sous la forme: 

(7) z = xy + '^{x'-\- y») + ^{a,,x* + ä^y*) + ^'^^^x',/, 

ou les d constituent les invariants de la surface par rapport au groupe 
projectif general. En particulier, on a deux invariants du 4"® ordre, qui 
ont pour expressions: 

0^40 = ^40 + 2 ^18 = «40 + 20^8 Öa^i 3a?2 

4 _5 

= »OS* ÖCao' (^11 0^08 ^40 4" 2an Ägo Äis 6ago ÄoS «21 3^80 O^l-i) > 

0^04 = ^04 + 2^81 = «04 + 2^81 6ai2 3«?i 

4 _5 

= 0^80 ^08 (^iiöt3oOto4 + 2aiiao3a8i — 6ao8a3oai2 — 30^8^2l)« 

3. On peut donner de ces deux invariants, Tinterprétation suivante. 
Com pärons la surface proposée ä une surface anharmonique: 

P\' PJ« PJ» PJ* = I (Ai+A,+ ;i3+A,»0) 

ou les P sont des fonctions linéaires indépendantes de x ^y , z. Une telle 
surface, par une transformation projective convenablc, peut se niettre sous 
la forme: 
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Elle dépend de 15 constantes arbitraires, et admet un groupe ä deux 
paramétres de transformations projectives 



xp + azvy yq + ^^^ 



de sorte qu'elle adinet deux invariants^ lesquels sont préciséraent les con- 
stantes a et 6. Effectivement, déterminons pour cette surface z = o^^y*, 
les valeurs, en un point quelconque rr et y, des deux invariants A^^ et A^^. 
Ici, on a: 

z,j = a(a — i) . . . (a — e + \)b{p — i) . . . {b —j + i)a;"-y~^ 

de sorte q;ie z^j est de degré a — é en a?, 6 — j en y, L'équation en u est: 

a{a— 1) , 2ab , 6(6 — i) j 

-^^ — i— ^ H ^ + — — i— ^w' = o, 

x^ xy y^ 

de sorte que A et /£ sont de degré — i en a? et + i en y. L'expression: 

«po = 9p{^ , ^) = -^po + i>^p-i.i^ + • • . 

est de degré a — |) en o; et 6 en y; et, pour une raison analogue, a^* est 
de degré a — h — ä en a; et 6 en y. Il en résulte que A^q et A^ sont 
de degré zéro en a; et y, c*est-a-dire, qu'ils dépendent bien de a et 6 
seulement. 

Ceci montre qu'en tout point d*une surface quelconque Sy il est en 
general possible de trouver une surface anliarmonique I (plus précisement, 
un nombre limité de telles surfaces), qui soit osculatrice avec S^ jusqu'aux 
elements du 4"® ordre. Les valeurs des deux invariants de 8 en ce point 
8*expriment en fonction des deux invariants de cette surface anharmonique I. 

On a laissé de c6té, dans cette analyse, deux classes de surfaces, les 
surfaces développables et les surfaces réglées. Les invariants des premiéres 
se raménent ä ceux des courbes gauches et ont été coinplétement déter- 
minés par Halphen.^ 

* Sur les invariants différentiels des courbes gauches ^ Journal de Téoole poly- 
technique, 47® cahier. 
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CHAPITRE III. 

Equation y" = a,y* — a^y" + h^ij —h^. 
1 . L'équation 

(O y" = ci,y" - «.y'* + Ky' - K 

ou rtj, , rtj , ftj , b^ sont des foiictions de x et y, a la propriété. de conserver 
la inéine forine par une transformation ponctuelle quelconque. En parti- 
culier, si on considére x comme fonction de y, elle se transforme en: 

x'' = b^x'^ — b^x'^ + a^x' — a^, 

ce qui revient a substituer les a aux b, et inversement, en raérne teuips 
que Ton change a: en y et inversement. 

La transformation infinitésimale effectuée sur x et y, est ici: 

2) öx = — ^dtj dy = — 7] dt, 

ou f et ^ sont des fonctions arbitraires de x et y. Elle donne: 

(.) ^/ = _ ?? -L „' (^1 - ?5\ 4. „"?5 






X* ' *^ Vax* ^xdyj ^ \dy* ^JCdyJ 



La transformation infinitésimale des coefficients a et & est alors donnée 
par 1'identité: 

a.i* ^ ^ \dx^ ^Jcdyj -^ \dy* dxdyj ^ ^ dy* 
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ce qui donne: 

-Tr= — 3«« — + «i — — 20, { — 2 , 






Le oulcul des accroissements des dérivées jp, et f^ d'une fonction p 
de X et ^ se falt ä Taide dus formules: 

^_dåi,d$9i2 Sf, d^3^ 1 ,- !f I „ ?? 

åt dxSt ^ ^'dx"^ ^*dx' åt dyåt '^^^di/'^ ^'$tj' 

Pour Ics elements du i" ordrc, on obtient ainsi: 

åao,_d*$ 
åt ~dy*'^'-'' 

åbpj, _ d'i] 
åt ~3«'"^*"' 





åaos a'? , 
åt dxdy* "+■•••» 




åt ix^y "T • • • ' 


åau 
9t 


= ''' 2 ''^* + 


åhi, 

åt 


3«*9y ' 9«3i/' -r • • • > 



^aiy^a']; 3'f 



åt 9«' 9«'9y 

On est conduit ä poser: 

«! = «1» + 20ox> 3» = «lx + 2&,,, 

A = *lx + 2*0,. 3/9 = *1, + 2fli, 

et ä substituer. aux dérivées de Oj et 6j, les quantités a , a^ , /S , |3^ et 
leurs dérivées, pour lesquelles on a: 

åt ~U''^'"' åt ~ dx^dy ■•"•••• 
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Il suffit méme, pour avoir tous les elements d'ordre supérieur, de con- 
sidérer seuleinent les dérivées de a^ et ai par rapport a y seulement, 
celles de 6ox ^t [^v P^r rapport ä x seuleinent, en considérant simultané- 
ment toutes les dérivées des autres elements, du premier ordro, a^^ , ioy > « ? ^9. 
Ceci montre que, dans tout invariant, les dérivées d'ordre supérieur 
figurent seulement sous la forme des dérivées d'une des deux expressions: 

1 - n A. R - ^'''o 4. ^ ^'^' 4. ^ ^*^» 



a*' 3 dxdy 3 dij 
^2/* 3 '^xdy *" 3 9»* 






et on pourra, ä partir du 3™® ord re, considérer seulement les dérivées de 
a^jc par rapport a y, celles de fe^y P^r rapport a a?, et introduire / et 
m et leurs dérivées. 
On a: 

ål ( a»w 9*f\ a»f a»» ,2 a*)y 4, 3'c 

^< ®\ a«*ai/ aj;7 ^aaj^a*/ <>aaj*ai/ ' 3 ^ aara»/* 3 ' a^cai/' 

® 3// 3 ^ a.i?ay* 3 1 a.ca</' *^ 

^0 a;B« ^1 a^«ay ^1 a^a^» <> a?/* "■" ' * * • 

d^oii il résulte que, dans tout invariant, les quantités I et m ne figurent 
que par les combinaisons: 

it = m + ftoöi — *!« + aJ)oy + flo^oxj 

expressions que Ton peut maintenant substituer a I et m. 
Le calcul complet des accroissements de li et Iz donne: 

^< \a«^ ay/ ay 
(4) 

oi \dy dx/ dx 

resultat remarquable, en ce sens que les dérivées du second ordre de f 
et 7] ny figurent pas. 
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On pourrait achever la détermination des kivariants, en prolongeant 
la transformation infinitésimale (4) aux dérivées de h et Ä; puis, en 
ajoutant ä chacune de ces dérivées des fonctions linéaires de ci'ox , hy j <^oy 9 
Kx j öCj , j8j , a et ^, on peut faire disparaltre, dans Texpression de leurs 
transformations infinitésimales, les dérivées du 3"*® ordre de f et ^. Le 
calcul est rendu pratiquement facile, eu égard a notre remarque (3™** 
partie, ch. I), sur Tintégration progressive des systémes complets. 

On obtient ainsi 6 invariants du 4"® ordre, et, en general, 2(n — i) 
du n*^"*® ordre, lesquels peuvent étre exprimés en fonctions linéaires des 
2(n — i) dérivées du (« — 2)**°'* ordre de h et k. 

Nous suivrons une autre marche. Il résulte des équations (4), qu'il 
y a une équation diflférentielle du i*' ordre, invariablement attachée a 
la proposée, car, si Ton combine avec (4) les formules: 

-dx = — :^dx — — ^y> Aidy = — :rdx — r^% 
åt dx 3y * ^ 3« 3v 

on trouve Téquation invariante: 

(5) hdy — kdx = o. 

Il en résulte que Ton peut, par une transformation du groupe, 
annuler h; il suffit de prendre pour nouvelle variable indépendante, une 
fonction x^ de a; et y satisfaisant a: 

en laissant y fixe: cela, sous la seule condition que x^ ne se réduise pas 
a une simple fonction de y, c'est-a-dire, que Ton n'ait pas: 

k = o. 

Dans ce cas, il suflTit dintervertir x et y, pour réaliser immédiatement 
la condition Ä = o. 

Ce calcul tomberait en défaut, dans le cas 011 on aurait simultanément: 

(7) Ä ==: a, Ä = o. 

On a ainsi un systéme invariant d' équations; lorsqu^il est satisfait, nos 
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calculs précédents montrent que Téquation (i) n'admet pas dMnvariants. 
Il en est ainsi, en particulier, pour Téquation 

y" = o, 

de sorte que le syatéine (7) exprirae les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour que Téquation (i) puisse se raraener par une transformation 
ponctuelle a Téquation précédente. On sait comraent, dans ce cas, M. Lie 
a ramené Tintégration de cette équation (1), ä celle d'une équation li- 
néaire du 3"'*^ ordre.^ 

Quant a la transformation générale (2) qui laisse invariante Téqua- 
tion h = o, elle est délinie, d'aprés (4), par: 

— == o. 

Elle est bien indépendante des nouveaux coeflficients de Téquation, et 
engendre un groupe, savoir: 

(8) X, = X{x), y, = Y{x , y) 

ou, avec les transformations infinitésimales: 

(8') dx = —^{x)dt, dy = —yj{x,y)(n 

ou X et f sont des fonctions arbitraires de x seulement, Y et yj dos 
fonctions arbitraires de x et y. 

L'équation (i) étant mise sous une nouvelle forme pour laquelle on 
a h = Oy tout revient maintenant a calculer les invariants de ses coeffi- 

cients par rapport au groupe (8) ou (8'), lequel donne: 

# 

(9) 



da 



^ = — 3«A r- + ^1 r^ + ;H ' -^ = ^1 C — 2a, -^ + f — 2 — '- 

dt ^ <>a« ' ^31/ 3i/* dt * ^ aaj * ^ dxdy 



* Lie, Archives norvégienncR, 1883, Classification und Integration van ge* 
vöhnliclien Differnitialgleichungen xwischen x,y, die einc Gruppe von Träns formationen 
gestatten, III. 
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On rencontre une premiére équation invarlante, d'ordre zéro: 

ff, = o 

et tout revient, dans le caa oii elle est satisfaite, ä étudier la transfoniin- 
tion (9) par rapport aux trois fonctions a^^b^jb^. Nous Taisserons de 
c6té ce oas particulier pour ne nous attacher qu'au oas general. 

En prolongeant la transformation (9) au premier ordre, on fa it ap- 
paraltrc les dérivées du 3™® ordre de f et ^, d'ou il résulte que, dans 
un invariant du i*' ordre, les dérivées du premier ordre figurent seule- 
ment sous Tune des formes a^^ , o^^ et: 

pour lesquelles on a: 

åt ''V dy ^)^ 'dy'' 



åt 

ål 
åt 



''dy ^ 'fdx ^ ® \ dxdy ^ /' 

- - "--'a + K^ + 2) - '"' &• 



En combinant ceci avec (9), on est conduit a poser, pour faire disparattre 
les dérivées du second ordre de f et ^: 



et on a: 




. 




åt 


<^t ')- 


(.0) 


åair 

åt 


""''■i + °»»'' 



f=-"^l+/^(f+g). 



Åcta mathemaHca. 18. Imprinit le 16 octobre 1893. \ \ 
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transformations auxqucUes j'ajouterai, pour avoir les paramétres difFéren- 
tiels, les suivantes, oii (p est supposé étre un invariant: 

» • ■ . 

En rapprochant ceci de la premiére équatiön (9), on trouve un invariant 
du, 'premier or dre: 



• I 



t t ' /8 



\ 1 2a;/ 



et deux paramétres différentiels : 






'2 rtoy 



Pour le second ordre, on rencontre, en prolongeant la transformation 
(9), les 6 dérivées du 4"*^ ordre de f et ^, lesquelles donnent 6 équa- 
tions distinctes, de sorte que les 9 dérivées du second ordre de a^jh^^ h^ 
figurent dans tout invariant par 3 de leurs combinaisons. Nous prendrons 
pour ces combinaisons, A^B, A^B, qui sont des invariants et fc, qui 
donne: 

(■■) ' f=Kg+=f)- 

Quant aux dérivées de a^, il suffit d'en considérer deux seulement, en 
vertu de la relation ä = o. Nous poserons: 
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et oii a: 



dxdy ' 






Ceci conduit a poser: 



<■> = «'o,= — 3«i< + 3rto^.. 

I 



< ( 



< • 



et on a: 









Les termes en f" interviennent ici, de sorte qiril faut introdulre Tex- 
pression: 



a 



9 H 



qui donne: 






M l^'"'*' 



IT) - 3 K - -äf ) »1 + {"•"''■ - -3 xJ »-I 



et cette formule, coinbinée avec (9), (10) et (11) conduit ä deux nouveaux 
invariants du second ordre: 

6':= "^^-^^-JC 






et 

/ // / / /3 



[ / // Clpy floy» flpj apy . ^^\ 
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de sorte qu'il y a 4 invariants du second ordre: 

A,ö, A,C, C , D. 

On voit en outre que la transformation infinitésiniale (9), prolongée 
au second ordre, conduit en considérant les dérivées des premier, second, 
troisicme et 4™" ordre de f et ^ ä des équations qui sont indépendantes. 
Elles restent, a fortiori, indépendantes, lorsqu'on prolonge ensuite la trans- 
formation ä Tordre suivant; les 7 dérivées du 5"* ordre de f et vj don- 
nent en outre, de par la maniére dont elles figurent dans la transforma- 
tion, des équations indépendantes entré elles et des précédentes; et comme 
il faut ajouter comme nouvelles variables les 12 dérivées du 3"** ordre 
de aj,Jj,Ä^, et les 2 dérivées öoyM^oxy» de »o, on obtient ainsi 7 in- 
variants du 3°*® ordre. Plus généralement pour Tordre n, on a encore 
pour déterminer les invariants, un systéme complet d'équation8 indépen- 
dantes, lequel comprend w + 4 équations de plus que le systéme d'ordre 
n — I, et 3(n -f O + ^ = 3** + 5 variables de plus; ce qui donne donc, 
ä partir de n = 3 , 2« + i invariants distincts du n^*"* ordre. 

Or, dans les 4 invariants du second ordre, 7), A^Z?, A, B, C figu- 
rent respectivement les cxpressions a^y» > A > i^* ^^ ^^9 chacune d^elles en- 
trant dans Tinvariant correspondant,. sans figurer dans ceux qui le pré- 
cédent. La méme remarque pourra s'appliquer aux invariants du 3°* ordre, 
qu'on en déduira ä Taide des paramétres dififérentiels, A^D , Aj^D, 
Ay3&, A,yC, A^i/j, AyC, A^^ rclativcment aux expressions: ao^s, aoxy«i 
A» > i^xjf > /5xM ^jf > Kj 6* ^i^s^ de suite, de sorte que Ton obtient ainsi pour 
Tordre », en ne considérant que les dérivées a^^n et aQ^^n-i de a^: 

2 + n -\- n — I = 2n +1 

invariants distincts, c'e8t-a-dire tous les invariants cherchés. 

2. Considérons, par exemplc, une équation: 

(12) y" = aoy'' — «iZ/" + 6.y — fto, 

dont les coéfficicnts seraiont fonctions d'une seulc variable, a; ou y. 
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DanR ce cas, si rinvariant B n'c8t pas constant, tous les invariants 
du second ordre s*expriinent en fonction de B: 

(13) A,B = /-,(£), A,B = f,{B), C==f^{Ii), n = fSB), 

et réciproqucment, toute équation dont les invariants satisfont a ces rela- 
tions (13) peut se raniener a la forrae (12). 

Si B était constant et egal ä J?^, sans que C et D, C par exemple, 
le soient tous les deux, les équations hoinologues de (12) sont définies 
par les relations: 

(14) n^n,, n = ^,{C), a,c = ^,{c), a^c == ^^{c). 

Si enfin, Z? , C et D sont tous les trois constants, et égaux a B^ , 6',, , I)^ 
les relations: 

(15) Ii = B„ C=C„ D=I\ 

suftlsent pour définir les équations honiologues de (12). 

lléciproqueinent, je dis qu'une équation (i) dont les invariants satis- 
font ä un systeme de relations ayant Tune des formes (13), (14), (15), 
c*e8t-a-dire, qui a un invariant distinct au plus, est homologue d'une 
équation de la forme (12) ou les coefficients sont fonctions d'une seule 
variable. 

Regardons, en eflfet, dans le systéine (13), ou (14), ou (15), a^^a^y 
b^j\ coinnie fonctions d'une seule variable a?, ou y\ on obtient ainsi 
un systeme de 4 équations difiFérentielles ordinaires au plus par rapport 
a 4 inconnues; et toute solution de ces équations donne des valeurs de 
a^^ , a, , 6j , 6^, fonctions d'une seule variable, qui répondent a la question. 

Voici, corament, dans le cas general, on pourra ramener une pareille 
équation a la forme (12). Ayant annulé la quantité A, ä Taide d'une 
nouvelle variable x^ , prenons comme nouvelle fonction y^ , Tinvariant B 
lui-méme: 

y, = B 

ou encore C ou D, pourvu quc 1'iDvariant choisi ne se réduise pas ä 
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une fonction de x^ seulement. Cela revient a mettre réquation (i) sous 
une for me réduite: 

qui ne se conserve que pur les trai»sforii»ations du groupe: 



(h\ =-- — q{x^)dt. 



Gette traiisforination donne: 



r,A, = —A, ^'01. f)n, = 2/>;cV?/, 



puis 



a.r, 0^ a//. ay, ^ 



o- — = - c ^>/, 
et adniet donc pour invariants, les expressions: 



4 dA, dA.. . . ,. .dB 



^-^«^-Ä;^'t: + ^o'^- ^'o 



s^i 



Ges invariants, calculés avec les variables primitives, x et ?/, donnent 
des invariants de Téquation proposée et par suite son t tous des fonctions 
de By c'est-a-dire de j/^, On aiini donc, en désignant par des Y des 
fonctions de y^ seulement, et par des X des fonctions de x^ seulement: 



A- i\ 



puis: 

4 I'' Y 



Y 
B. = » 



« Kxr 



o -'»•o 



I 



^'i — ~Y \ \ ^ -'^o-^^-o/' 
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Avec les variables x^ et y^, Téquation proposée est donc de la forme: 



ou, comme on sait: 

^" — ^» r'^ ___ ^ (Y Y X'W/' 4- Y r' -^ F Y 

En prenant comme nouvelle variable Xy une fonction x^ de x^ seule- 
ment, on a: 



3/2 — ■■ Xi 



et 

„ _ dx^ ,, , d ar, ^^ 

et cette équation devient: 



,r" — t "^t -./S [" ' (Y V Y'\ — » " ^» 1 V! 



+ r.g,;_r,x,£'. 



I "^ 1 



Il suffit alors de prendre la fonction x^ de a:,, telle que Ton ait: 



*''X = 1 



d'ou 






pour que Téquation devienne: 

Y Y 

rr = :-! /r'» ±1 /r'^ 4. Yr* Y 

OU les coefficients sont bien fonctions de y^ seulement. 
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On voit que la réduction a cette foriiie se fait a Taide de deux 
quadratures ^uccessives, la premiére pour déterminer x^ , en fonction de 
X et y, la seconde pour déterminer x^ en fonction de x^ . 

L'intégration de Téquation proposée s'achéve par Tintégration d'une 
équation diflférentielle ordinaire du premier ordre, de la forme: 

£ = ^o^f' — Ay + n^u — A^ 

oii les coefFicients A sont fonctions de .r, suivie ensuite d'une nouvelle 
quadrature. 
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SUR LA THÉORIE DES CAISSES DE PENSION 



PAB 

L. LINDELÖF 

Ä HELS IN o FORS. 



Lorsqu'on veut se rendre coinpte de Tétnt d'iine caisse de pension, 
il faut calculer d'un cöté la valeur actuelle de ses revenues et de Tautre 
celle de ses dépenses, parmi lesquelles figurent surtout les engagenients 
de la caisse soit envers les sociétaires eux-mémes, soit envcrs leurs fa- 
inilles. Ce calcul doit, pour étre complet, einbrasser non seulement les 
sociétaires ou membres actuels, mais aussi les membres futurs. Tant 
qu'il 8'agit des membres actuels, le calcul peut seflFectuer par les régles 
ordinaires de la théorie des rentes viagéres, pourvu que les elements 
statistiques nécessaires soient donnés. Le calcul relatif aux membres 
futurs est ordinairement sujet a plus de difficulté et d'incertitude. Ce- 
pendant il y a un cas oii ce calcul peut se fuire presque avec la méme 
certitude que pour les membres actuels; c' est celui oii le nombre des 
membres actifs (c. a d. de ceux qui ne sont pas encore pensionnés) reste 
constant. Pour ce cas j'ai été conduit, en examinant Tétat de quelques 
caisses particuliéres,^ a employer un procédé, qui me semble tres com- 
mode et en méme temps aussi rigoureux que possible. Ne Tayant pas 
rencontré ailleurs, j*ai cru qu'il pourrait meriter d'étre porté a la con- 
naissance de ceux qui s'o(fcupent de telles enquétes. 



^ Deux de ces edquétes ont été publiées sous les titros: Statistisk undersökning af 
ställningen i Finska Skdstatens Pensionskassa vid 1892 års ingång, Helsingfors 1892, et 
Nytt bidrag till belysande af ställningen i FolIcskoUärarenes i FHnland enke- och pupill- 
kassa, Helsingfors 1893. La troisiéme, qui vient d étre terminée, est relative å la caisse 
de pension des marins finlandais. 

Aria maUmfiotiea. 18- Imprlmé le IG r{>vricr 1894. 12 
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Considérons, pour fixer les idées, une caisse qui doit fournir des 
pensions a un certain groupe d'employé8, et admettons que le noinbre 
des places ou des emplois qui s'y rapportent, ne varie pas avec le temps. 
Soit i Tage d'un membre, lorsqu'il entré dans le groupe, et u celui auquel 
il en sort pour devenir pensionnaire. Chaque membre qui atteint Tage 
w ou qui meurt avant de Fatteindre, sera immédiatement remplacé par 
un nouveau membre de Tage i. Cela pose, nous fixons par la pensée 
un certain emploi, oceupé actuellement par un membre de Tage x^ et 
nous nous proposons d'abord de calculer la valeur actuelle des pensions 
que la caisse aura a payer a ce membre et ä tous ses successeurs dans 
le méme emploi. 

Désignons par Cj. la valeur actuelle d'une somme i payable lorsque 
le membre [x) quitte sa place, soit comme pensionnaire, soit par la mört, 
par p^ la valeur actuelle de la pension qui lui est assurée a partir de 
Tage Uy et par P, celle des pensions que la caisse aura a payer tant a 
cet employé qu'ä tous ses successeurs futurs dans le méme emploi; on 
aura évidemment 

(O P^ = »^ + c^.P, 

P étant la valeur moyenne de P^ pour un nouveau membre au moment 
de son entrée en service. Quant a cette valeur, on poumiit se contenter 
de faire P = P, en supposant i constant, mais on arrive a une déterraina- 
tion plus rationnelle de P de la maniére suivante. La formule générale 
(i), appliquée a un nouveau membre qui entré a Tage «, donne 

P,^p,+ C,P. 

Si Ton connalt les åges d'entrée de tous les employés actuels ou d*un 
autre groupe quelconque suflfisamn»ent nombreux et qu'on premie la 
n»oyenne des deux menibres de Téquation précédente relativement a ce 
groupe, on trouve 

p étant la valeur moyenne de p^ et C celle de C^, 11 en résulte 
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et en substituant cette valeur dans l'équation (i), 

C 

(3) Ps = Ps + y-J-qP' 

Dans cette expression de P^ le premier terine p^ se rapporte au fonction- 
naire actuel (.r); le second terine 

(4) Ä? 

represen te la valeur des pensions qui seront payées a ses successeurs. 

Considérons maintenant unc place de sociétaire actuelleraent libre, 
inais qui sera iinniédiatement remplie. La valeur des pensions rclatives 
ä une tel le place est, d^aprés la formule (3), 

(5) P+T=C^-T^c^' 

En faisant la somine des expressions (4) et (5) relativement a tous les 
emplois existants, on trouve pour la valeur actuelle totale F des pensions 
des membres futurs la formule 

ou la soraine 2' doit comprcndre tous les fonctionnaires actuels et »» 
signifie le nombre des charges vacantes. 

Si Ton fait, dans Texpression précédente, 

(7) -T=rc -■= ^'' 

cette quantité A a une signification remarquable. EUe représente évi- 
demment la valeur actuelle d'une somme i qui serait servie chaque fois 
qu'un nouveau membre entré dans le groupe des sociétaires, ce qu'on 
pourrait exprimer plus simplement en disant que A représente le nombre 
escompté des entrées. Ce nombre joue un röle important non seulement 
dans le calcul des pensions, raais aussi dans celui des contributions des 
membres per9ue8 au profit de la caisse. Uexpression (6) du capital des 
pensions des membres futurs se réduit par la simplement a 

F= Ap. 
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La pension assurée ä un sociétaire de l'age x n'étant autre chose 
qu\ine rente vingére diflférée a Tage w, sa valeur p^ 8'obtient par des 
régles connues. Ayant construit une table de ce valeurs, on calcule 
facilemcnt a son aide la moyenne p de la fonction p^. pour un raembre 
entrant en service. Quant a la fonction C^^ elle 8'obtient par la formule 

c'. = .4, + ^;(i-A), 

oii Ton a dcsigné par 

Äj, la valeur actuclle d'une soniine i assurée sur une tete de x ans, 

et par 
2>^ == J^v' le nombre escompté des vivants (/,) a Tage x dans la 
table de inortalité des sociétaires, v étant la valeur actuelle 
d*une somme i payable au bout d*un an. 
Nous avons admis dans ce qui précéde, que toute place de sociétaire, 
devenue librc, sera innnédiatement occupée par un nouveau inembre. 
En réalité il n'en est pas ainsi; ordinairement il se passé un certain 
teinps entré la sortie d'un meinbre et Tentrée de son successeur. En dé- 
signant par r cet intervalle de tenips, supposé constant, et par [w] le 
nombre escompté des m vacances actuelles, chacune d'elles étant con- 
sidérée au moment de sa cessation, Texpression de A deviendra 

^ v^^C,+ [m] 
I — t- C 

et Ton aura comme précédemment 

F = Ap. 

JusquMci il n'a été question que d'une seule catégorie de pension- 
naircs. Supposons maintenant qu'il y ait deux classes de pensions diffé- 
rentes, que Tage d entrée dans la premiére classe soit a et dans la seconde 
h {a> h) et qu'on n'entre dans la premiére classe qu'en passant par la 
seconde. Soit A^ le nombre escompté des entrées de nouveaux membres 
dans la classe I et A^ celui des entrées dans la classe IF. Pour mieux 
distinguer les deux classes, nous désignons Tage d'un fonctionnaire actuel 
par x^ ou o;,, suivant quMl appartient a la premiére ou a la seconde 
classe, et pareillcment par m^ et m^ les nombres des places actuellement 
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vaoantes dans les deux classes. D^aprés Téquation (7), qui a une applica- 
tion iininédiate ä Tégard de la classe I, on trouve 



(8) .1. ^~T=7J7' 

Quant il la classe II, il faut observer que toute entrée d'un uouveau 
membre dans la prémiére classe produit une vacance dans la seconde et 
qu'elle est par conséquent accompagnée de Tentrée d'un nouveau membre 
aussi dans cellc-ci. En calculant A^ il faut donc considérer les niembres 
des deux classes conime formant un seul groupe, auquel on applique la 
formule (7). On trouve ainsi 

(9) 4 = fircT ' 

la somme 2a?j étant relative a tous les membres actuels de la classe I 
et 21r, relative a tous ceux de la classe IL (Il est bien entendu que les 
pensionnaires ne sont pas ici compris parmi les membres de la caisse.) 
Soit maintenant j^x^ I0, valeur actuelle de la pension assurée ä un 
membre de la classe I dont Tage actuel est Xj et 2>x^ celle de la pension 
assurée ä un membre du méme age de la classe II. La valeur actuelle 
de toutes les pensions a payer aux membres futurs de la classe I sera 
évidemment 

• 

Pour la classe II cette valeur serait de ménie A'2pö^\ si tous les membres 
qui entrent dans cette classe devnient y raster toute leur vie. Mais 
comme un certain nombre de ceux-la avanceront plus tärd (a Tage a) a la 
classe I pour remplir les places devenues vacantes dans celle-ci, la-dite 
valeur sera par la diminuée d'une partie correspondante. Chaque fois 
qu'un tel avancement a lieu, un terme p^^^ disparaitra de la somme des 
pensions de la classe IL et le nombre escompté de ces avancements étant 
ylp la partie dont il s'agit sera évidemment AiP^a^. La valeur escomptée 
des pensions qui seront réellement payées aux membres futurs de la classe 
II, se réduit par conséquent a 
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Ces valeurs de F^ et F^ subsistent encore si chaque vacanw, au lieu 
d'étre remplic immédiatement, coiniiie nous Tavons supposé, doit durer 
un certain temps r; seulenient les expressions de /Ij et /I, doivent en ce 
cas subir certaines modificationp, faciles a trouver, niais auxquelles nous 
ne nous arréterons pas ici. 

Si les vacances survenues dans la classe I ne se reuiplissent pas 
toutes inoyennant des avancements de la classe II, mais seulement pour 
une partie a, Tautre partie i — a des vacances étant remplie par des 
personnes jusque-la étrangéres a la caisse, Texpression (9) de A^ doit etre 
remplacée par celle-ci: 



et la valeur de F^ deviendra 

F =^ A i/*^^ dA n^*^ 

tandis que les expressions de A^ et de F^ resteront inaltérées. 

Considérons encore le cas oii il v a trois classes de pension diffé- 
rentes, et supposons que la promiére classe soit recrutée uniquement 
panni les ineinbres de la seconde et celle-ci uniquement parmi les membres 
de la troisiéme. En distinguant par les indices 1,2,3 Jes valeurs de 
X , m , A et F relatives a ces différentes classes et désignant respectivement 
par a jh j c {a> b > c) Tjige d'entrée dans chacune d'elles, on trouvera, 
par un raisonnenient analogue ä celui qui précéde, 

•» 1 - a 

Si Ton introduit encore les notations p^J^ , p^^^ , p]^^ pour designer la valeur 
actuelle de la pension nssurée a un membre de x ans, suivant qu'il 
appnrtient a la classe I, II ou III, la soinitie des valeurs escomptées des 
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pensions que la caisse aura ä payer aux membres futurs dans chacune 
de ces classes, sera respectivernent 

Les exemples qui précédent, doivent suffire pour faire comprendre 
la nature et la portée de notre méthode. Nous n'avons parlé que des 
pensions dont jouissent les membres eux-mémes a partir d*un certain iVge. 
Mais il est evident que la méthode se préte tout aussi bien au calcul 
des pensions qui peuvent étre assurées ä leurs veuves et orphélins, ainsi 
qu'a celui des cotisations annuelles des membres, comme nous Tavons 
prouvé en détail dans les enquétes déja citées. 

Il est a remarquer que notre méthode ne suppose pas la connaissance 
du nombre réel des pensionnaires a une époque quelconque de Tavcnir 
et que nous avons ainsi pu éviter les calculs assez prolixes par lesquels 
on a essayé d'évaluer approximativement ce nombre.^ Tout ce qué nous 
présumons, c^est que le nombre des sociétaires actifs ou plutöt celui de 
leurs places reste constant. 

Cest du reste le seul cas dans lequel le probléme admette une so» 
lution tant soit peu exacte. Sans doute le nombre des emplois qui in» 
téresscnt une caisse de pension, peut varier avec le temps, ces établisse* 
ments ayant souvent une tendance a élargir leurs sphéres d'activité, mais 
les variations de ce genre ont un caractére trop fortuit pour qu on puissc 
en tenir compte autrement que par une estimation toujours tres incertaine, 

^ Voir k ce sujet la communicatioD intéreasante de O. EnestHÖM, portant le titrei 
Härledning af en allmän formel för antalet pensionärer, soin vid eti godtycklig tidpunkt 
förefinnes inom en sluten pensionskassa, insérée dans öfvcruigt af K. Svenska V o* 
tenskaps- Akademiens Förhandlingar, Stockholm 1893. 
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SUR LES SERIES ENTIÉRES CONVERGENTES OU DIVERGENTES 
ET LES FRACTIONS CONTINUES RATIONNELLES 

PAR 

HENRI PADE* 

å LYON. 



(i). Les Géométres du siécle dernier ii'apportaient pas autant de 
soins que nous le faisons aujourd*hui a n^employery dans le calcul^ que des 
series convergentes; certain grand traité de calcul diflFérentiel et integral du 
commencement de ce siécle le témoigne encore suffisamment. Ce sont 
surtout Gauss et Abel qui, suivant une expression que j'emprunte, j)ont 
rappelé les Géométres aux convenances de la rigueur et fait cesser ce 
scandale mathématique». 

»Si, par exempleD, écrit Abel au debut de son celebre Mémoire sur 
la serie du binöme, »on doit multiplier deux series infinies Tune par 
Tautre, on pose 

(Wo + u, +u^ + .. OK + ^1 + «^2 + • . •) = w,t;, + {ii^i\ + u^v^) 

+ K^j + ^h^\ + ^'2^^o) + • • • • 

Gette équation est tres juste lorsque les series u^ +u^ +«-m^o + ^i +"• 
sont finies. Mais si elles sont infinies, il est cl*abord nécessaire qu^elles 
convergent, car une serie divergente n'a pas de somme; ensuite la serie 
du second membre doit de méme converger.» 

* Voyef Thése de Dootorat: Sur la rejn^éseniation approchée iVune fonction par des 
f radions rationmUes, Qauthicr-Villars, 1892. 

Aeta ynathtmatira. IH. Imprimé le IG février 1R94. 13 



98 Henri l>adé. 

Ce soiit la des affirmations que je ne saurais contredire dans le 
cas oii les termes des series considérées sont des noinbres donnés quel- 
conques. Mais il est des series qui peuvent étre envisagées a un point 
de vue différent: ce sont celles oii les termes sont des fonctions d'une 
variable dont la succession obéit a une loi particuliére. Si, par exemple, 
on a affaire ä des series entiéres, comme, justement, la série ä laquelle 
Abkl consacre son mémoire, il n'est pas impossible de montrer qu'une 
égalité telle que la précédente peut »étre juste», ou, pour parler plus 
clairement, peut acquérir une signification tres legitime, que les series qui 
y iigurent soient convergentes ou divergentes. Cest ce que je voudrais 
montrer ici. 

L'idée fondamentale est donc qu'une série entiére met en évidence 
autre chose qu'une suite de quantités ayant chacune une valeur numé- 
rique déterminée pour une valeur donnée de la variable. Elle fait con- 
naitre encore et surtout, car c'est bien la le caractére qui la différentie 
de toute autre série, une suite de polynömes dont chacun se déduit du 
précédent en ajoutant un terme de degré supérieur a ceux des autres termes. 

Il peut arriver que la considération d'une telle öuite de polynömes 
suflfise, a elle seule, pour conduire a la definition d'une fonction, et cela, 
indépendamment des valeurs numériques qu'ils acquiérent quand on donne 
a la variable une valeur déterminée, en d'autres termes, indépendamment 
de la convergence ou de la divergence de la série entiére dont ils sont 
extraits; la fonction étant tellement définie, toutefois, que, si la série est 
convergentc, la fonction soit la somme de la série. 

Cest la maniére d'arriver a cette definition de la fonction qui fait 
Tobjet de la premiére section de ce travail. Elle repose sur les resultats 
établis dans le mémoire cité en Note ä la page précédente, et sur deux 
faits tres remarquables de convergence signalés par Laguehhe et Halphen. 
Cependant, pour permettre la lecture sans que Tétude préalable du premier 
mémoire ait été faite, je coinmence par un aper9u synthétique tres som- 
maire des resultats qui sont le plus nécessaires, ce qui, au surplus, rend 
renchainement des idées plus clair. 

Une fois la definition de la fonction acquise, les régles élémentaires 
d'addition et do multiplication des series peuvent étre étendues immé- 
diatement a des series entiéres divergentes; je fais cette extension dans 
une secoTule section. 
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Enfin, dans la troisiéme et derniére section, je discute briévement 
certains des resultats sur lesquels repose la méthode, et, plus particuliére- 
ment, la notion fondamentale de fraction continue simple. 

Ce travail a été resumé dans une courte Note présentée ä rAcadémie 
des Sciences de Paris, le 27 mars 1893. 



1. 

(2). Désignons par y la serie entiére convergentc ou divergente 

dans laquelle nous supposons s^ diftérent de zéro. 

Soient j> , (/ deux nombres, égaux ou inégaux, pris dans la suite 
o , I , 2 , 3 , . . . ♦ A ces deux nombres correspond une fraction rationnelle 

yy dans laquelle U est de degré au plus egal a />, F de degré au plus 

egal a g, et qui jouit de la propriété suivante: son développement suivant 
les puissances croissantes de x co!ncide avec la serie ij jusqu'ä un terme 
de rang plus élevé que cela n'aurait lieu avec toute autre fraction ration- 
nelle dont les degres des termes ne dépasseraient pas non plus respec- 

tivement ^ et j. Gette fraction speciale ^, nous la nommerons la fraction 

rationnelle approchée de y correspondant au couple (j) , q). 

Les fractions rationnelles approchées de y förment une suite illimitée 
ä double entrée; nous pouvons les imaginer écrites dans les cases d'un 
tableau ä double entrée (T), les filés verticaUs correspondant aux valeurs 
0,1,2,... de Pf et les filés horizontales ii ces mémes valeurs de q. 

Si la fraction approchée qui correspond au couple {p , q) ne figure 
qu'une seule fois dans le tableau (T), les degres de ses termes sont pré- 
cisément égaux k p et q , et son développement suivant les puissances 
de X colncide avec la serie y jusqu'au terme, exclusivement. de degré 
P + q -{- I, terme qui figure nécessairement dans la serie. Nous dirons 
alors que la fraction approchée est une fuiction normale, 
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Dans ce qui suit, pour simplifier, nous considérons seulement le cas 

oii le tableau (T) ne renferme que des fractions normales. 

U V 
Nous dirons de deux fractions approchées ^ , =, qui correspondent 

aux couples (jp , ?) , (i)', g')> qu'elles sont égdlenient avancées dans le tableau, 

U' 
si p + q est egal bl p' + q'; la fraction = sera dite plus avancée que la 

fraction y, si p' + q' est supérieur ä p + q. Enfin, deux fractions 

approchées seront dites contigués, si les cases oii elles figurent ont un cöté 
ou un sommet commun. 

Extrayons du tableau {T) une suite linéaire de fractions satisfaisant 
aux conditions sui vantes: 

1**. La premiére fraction sera une fraction du bord du tableau; 

2^ Deux fractions consécutives quelconques seront contiguös; 

3^ Chaque fraction sera plus avancée dans le tableau que celle 
qui la précéde. 
Les fractions d'une telle suite sont les réduites successives d'une fraction 
continue, dont les numérateurs partiels sont tous des monömes entiers en x 
dont le degré et le coefficient sont dififérents de zéro, et les dénominateurs 
partiels des polynömes dont le terme constant est différent de zéro; a la 
condition, toutefois, d'adopter, si la premiére fraction de la suite appartient 
au bord supérieur du tableau, une fraction continue de la forme 



(I) «i + 






a, + 



«, + 



oii a^ est un polyn6me, et, si la premiére fraction de la suite appartient 
au bord latéral du tableau, une fraction continue de la fonne 

»j étant une constante. Une fraction continue de cette nature, qu'elle 
appartienne a Tune ou a Tautre forme, est dite une fraction continue simple. 
Réciproquement, si les réduites d'une fraction continue simple appar- 
tiennent toutes au tableau (T), elles förment une suite de fractions qui 
satisfait aux trois conditions énoncées précédeminent. 



\ 
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(3). Les fractions de la premiére filé horizontale du tableau satisfont 
ä ces conditions; elles ne sont autres que les polynömes obtenus en Ii- 
mitant la serie y a ses termes successifs. La fraction continue simple 
correspondante, qui est de la forme (II), s'obtient immédiatement au 
moyen des équations 

oii S représente le polynöme, de degré w, qui correspond au couple 
(n , o). Ces équations n'expriraent pas autre chose que la loi de forma- 
tion des réduites; elles donnent 

*n + l »n + 1 

et Ton obtient ainsi la fraction continue 

I —X 

I + -^x i -^x 



«. «« 



I + — « — . . . , 

déja donnée par Euler dans son Introductio. 

m 

(4). De cette fraction continue peut se déduire immédiatement la 
serie y correspondante, et ces deux expressions analytiques semblent 
8'équivaloir entiérement. Cependant, au point de vue de la formation 
du tableau (T), une distinction doit étre faite entré elles: il faut ne voir, 
dans la serie y, que la fraction de rang infiniment grand de la premiére 
filé horizontale du tableau, tandis que la fraction continue doit étre re- 
gardée comme faisant connaitre, par ses réduites successives, la suite 
compléte des fractions de cette premiére file. Et, en efifet, c'est la gé- 
néralisation de cette deuxiéme maniére de concevoir la definition du 
tableau (T) qui nous améne a cette proposition fondamentale: Le tableau 
{T) est défini par Vune quslconque de ses fractions continues simples. 
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La demonstration repose sur cette remarque que, si Ton connait la 

U 
fraction ^ qui correspond au couple {p , q), toutes celles qui sont au 

plus aussi avancées se trouvent par lä-méme déterminées. 

V 
Soit, en effet, -p^ une fraction, correspondant au couple (p', q'), au 

plus aussi avancée que ^, en sorte que la somme p' + q' soit au plus 

égale k p + q. Les développements, suivant les puissances croissantes de 

UV 
a;, de .= et de ^ co!ncident avec la serie y respectivement jusqu'aux 

terines, exclusivement, de degres p + J + i et ^' + j' + i ; comme 
i>' + j' + I est au plus egal a ^ + j + i, on en conclut que les dé- 

TJ V 

veloppements de = et de 7p coKncident entré eux jusqu'aux termes in- 

clusiyement, de degré i?' + ?'; donc, si Ton for me le tableau des fractions 

rationnelles approchées de la fonction y , la fraction ^, sera la fraction 

de ce tableau qui correspond au couple (p', q'), Ainsi, des que « est 

V 
connue, ^ Test également. 

On voit alors qu'il suffit qu'une suite illimitée de fractions de plus 
en plus avancées du tableau (T) soit donnée, pour que le tableau tout 
entier se trouve défini. Or, les réduites d'une fraction continue simple 
du tableau constituent une suite de cette nature, et la proposition que 
nous voulions démontrer se trouve établie. 



(5). Dans leurs travaux sur le développement en fractions continues 
des fonctions, Laguerre et Halphen ^ ont mis en lumiére deux faits ex- 
trémement remarquables auxquels nous allons avoir recours maintenant. 

Laguerre a établi qu'a une serie entiére divergente pouvait corres- 
pondre une fraction continue simple convergente; puis Halphen a montré, 

^ Laguerre: Bulletin de la Société mathématique de France, t. 7, 
1879; Journal de mathématiqucs pures et appliquécs, 4® serie, t. I, 1885. 

Halphen: Comptes rendus de rAcadémie des scienccs, t. lOO, 1885*, 
'fraité des fonctions ellipHqu^s et de leurs applicationsy t. 2, 1888, 
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qu*inversement, une fraction continue simple pouvait étre divergente, alors 
que la serie correspondantc était convergente. 

Nous sommes maintenant en état de concevoir ces deux resultats 
particuliers dans ce quMls ont de general, et nous dirons simpleinent: 
parmi les fractions continues simples, en nombre illimité, qui peuvent étre 
(léduites cCun tableau de fractions rationnelles approchées, les unes peuvent 
étre convergentes, les autres divergentes. 

Supposons alors que Ton ait une fraction continue simple dont toutes 
les réduites appartiennent ä un méme tableau de fractions rationnelles 
approchées; ce tableau se trouve par la entiérement défini; il lui corres- 
pond une infinité de fractions continues simples; si, panni elles, il en 
est une qui soit convergente, elle définit une fonction, et le tableau est 
celui des fractions rationnelles approchées de cette fonction. Ainsi, partant 
d'une fraction continue simple convenable, sans rien supposer, toutefois, 
sur sa convergence ou sa divergence, nous parvenons a la definition d'une 
fonction; cette fonction est évidemment la valeur, au sens habituel de ce 
mot, de la fraction continue simple, au cas oii celle-ci est convergente. 

Dans rhypothése tres particuliére o\x la fraction continue simple qui 
sert de point de départ est celle d'EuLER, ou, ce qui revient au méme, 
si c'est une serie entiére qui sert a définir le tableau, nous avons cette 
proposition: une serie entiére peiit suffire, qtielle soit convergente ou di- 
vergente, ä définir une fonction; et cette definition est alors telle que, lorsque 
la serie est convergente, la fonction nest autre que la somme de la serie. 



n. 

(6). Soient (TJ et [T^ deux tableaux de fractions rationnelles 
approchées, que nous supposerons, comme précédemment, uniquement 
composés de fractions normales. 

De ces deux tableaux, nous en déduisons un troisiéme (T) de la 

fa^on suivante: désignon.'? par -^^ , -^ les fractions qui, dans (jTJ , (T^), 
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correspondent au couple {p , q). Faisons la somme tt + tt > ^^ formons 

la fraction rationnelle approchée y qui, pour cette fonction, correspond 

au couple (p , q). La fraction y sera celle que nous ferons figurer, dans 

le tableau {T\ dans la case {p y q). 

Je dis maintenant que, si les tableaux (T,) et (T^) définissent chacun 
une fonction, respectivement les fonctions y^ et y^j le tableau {T) est un 
tableau de fractions rationnelles approchées, il définit une fonction y, et 
cette fonction est la somme y^ + y^ des deux premiéres. 

Dans ces hypothéses, on a, en effet, 

y, = & + KxP^'^' + Kx^^"^' + . . . ; 
d'autre part, en raison de la fa9on méme dont est définie la fraction ^: 

V + P" = F + *'^^'''^' + ''^'''^' + • ' • ' 
et on conclut de ces égalités celle-ci: 

?/i + y, = 7 + ^'^"^'^^ + Ä'^"^''' + . • • • 

Si donc on for me le tableau qui correspond a la fonction y^ + y,» la 

fraction y sera, dans ce tableau, celle qui figure dans la case (p,y); en 

d'autres termes, le tableau obtenu n'est autre que (T), ce qui démontre 
la proposition. 

(7). Si 1^ et 1^ sont des polynömes, la fraction y est simpleraent 

leur somme. 

Supposons maintenant que les deux tableaux (jTJ et (2\) aient été 
déduits de deux series entiéres, convergentes ou divergentes; alors les 
polynomes qui composent la premiere filé horizontale du tableau {T) 
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sont ceux qae Ton déduit de la serie, convergente ou divergente, obtehue 
en ajoutant tcrmc a terme leä deux series données, et Ton arrive ainsi 
k ce resultat: Si deux series entieres, convergentes ou diver gentes ^ définissent 
chacune une fonction, la serie, convergente ou divergente, obtenue en les 
ajoutant terme a terme, définit elle-méme tine fonction qui est la somme des 
deux premiéres. 

(8). Tönt ce que nous venons de dire pour Taddition peut cvidem- 
ment étre répétc ponr la multiplication; la fraction y du tablean (T), 
qui correspond au couple {p , y), est alors la fraction rationnelle approchée 
de la fonction y^ X -^r pour le couple {p , g). On arrive ä cette con- 
clusion: Si deux series entiéres, canvergentes ou divergentes 

a 

"o + "i +"»+•••) ''o + "i +»',+... 

définissent chacune une fonction, la serie entiere, convergente ou divergente, 
(Ufinit eUe-meme une fonction qui est le produit des deuV' premiéres. ' 



IIL 

(9). On volt lo. r6le fondamental qile premien t, dans les considéra* 
tions qui précédent, les resultats obtenus par Lagu^rre et Halpiien; ils 
constituent, avec la notion de la multiplicité des fractions continucs simples 
pour une méine fonction, le fond méme de la méthode. 

Déja, au siécle derrtier, Lambert avait constaté, par le calcul direct 
d'un certain nomtré de réduites, qu'une fraction continue pouvait étre 
convergente tandis que la serie d'ou on Favait déduite étnit divergente; 



* Cos rdsultats oot été communiqués k M. J. Tannery dans une lettre datéc de 
Goctiinguc, le 1*' avril 1 89 1. 

Aeta mathematifa. 18. Imprimé le 19 févrler 1894. 14 
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mais c'e8t la une constatation qui, apres des exemples coininc ceux que 
nous oflfre la serie de Stiuling, est totalement dénuée de valeur demon- 
strative, et Laguerre est le premier qui ait mis le fait en quéstion tout 
a fait hors de doute. 

J'ai donné la definition precise de la fraction continue simple et 
établi les modes de generation de celles qui correspondent a une fonction 
dans le mémoire auquel se rapporte ce travail. 

Auparavant, les Géométres qui s'occupaient de la quéstion du dé- 
veloppement d*une fonction en fractions cöntinues se trouvaient en présence 
tantöt de Tune, tantöt de Tautre de celles qui correspondent ä la fonction 
quMls étudiaient; en sorte que, sous cette expression »le développement 
d'une fonction en fraction continue», on a entendu les choses les plus 
diverses. 

Le plus généralement, ils supposaient la serie ordonnée suivant les 
puissances décroissantes de x. En suivant alors, pas a pas, la méthode 
qui est employée pour obtenir le développement en fraction continue 
arithmétique d'un nombre irrationnel, on obticnt une fraction continue oii 
tous les numérateurs partiels sont égaux a Tunité et tous les dénomina* 
teurs partiels des polynöraes entiers en x. La nature de Tapproximation 
donnée par les réduites successives a alors un caractére tres precis qui 
les caractérise complétement* 

Cest la convergence d^unc fraction continue de cette nature que 
Laoueuue a mise en cvidence, alors que la serie, ordonnée suivant les 
puissances décroissantes de x, d'ou il Ta déduitc, est divergente et satisfait, 
au point de vuc formel, a une équation différentielle linéaire du premier 
ordre; la fonction vers laquelle converge la fraction continue est une 
intégrale de cette équation. 

Si, dans une telle fraction continue, on remplace x par - et que Voii 

rende, par des multipllcations convenables, tous les elements, numérateurs 
et. dénominateurs partiels, entier.8,. on obtient une fraction continue simple. 
Dans le cas le plus génér^l, cette fraction est régtdiére: tous les numé- 
rateurs partiels sont du second degré,.pt tous les dénominateurs partiels 
du premier; dans tous les cas, c^est une fraction tres particuliére parmi 
celles qui correspondent a la fonction. 

Ce sont des développements de cette derniére forme réguliore que 
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JacoBi avait adoptés pour la iondion. ^ P(^j j F(x) representant un po» 
lynöme ^u quatriéiAe degré, alors qu'il en a fait connaltre, sans demon- 
stration, les expressions générales des rédaites en termes elliptiques. Mais, 
tandia qu'il -y a une infinité de t^ls .dévelppp^mentd pour la fonction, 
ayant cette forine réguliére ou d'autres encore, il nen a considéré que 
deux. Halphen^ entrant dans la voie qui lui était ainsi ouyerte^ a repris 
également ces deux seuls dévéloppements pour déinontrer, d abord les 
propositions de Jabobi, et en déduire^ ensqite, avec une sagacité uier- 
veilleuse,. les admirables resultats que Ton sait et qui ont été si justemen t 
appréciés par M. Poincaké dans la notice qu'il a consacrée, dans le 
journal de TEcole Polytechnique, a Tillustre Géométre. Mais n'est-il pa§ 
pennis de croire que cette particularisation excessive des développements 
considérés a pu eacher ce que les résultata obtenus peuvent avoir de 
general, et, par conséquent, la loi, sans doute plus simple, dont ils ne 
sont que des oas spéciaux. 

Cest une autre formc de fraction cöntinue simple que celle que 
Gauss a fait connaitre pour le quotient de deux series hypergéométriques; 
elle est également réguliére, les numérateurs partiels y sont du premier 
degré, et les dénominateurs partiels sont des constantes. La encore, il y 
a, pour la fonction, un nombre illimité de développements de cette forme, 
tandis que, jusquMci, celui de Gauss seul a été considéré. On sait la 
belle tentative faite par Biemann pour établir la convergence de cette 
fraction cöntinue. En lisant sa demonstration, on peut remarquer qu'il 
obtient, pour expression générale par des series hypergéométriques de la 
réduite de rang w, deux formes différentes suivant que m est pair ou 
impair;. c'est qu*au fond la fraction cöntinue considérée n'est que la 
superposition, pour ainsi dire, de deux fractions continues simples, Tune 
d'elles ayant pour réduites les réduites de rang pair, et Tautre les réduites 
de rang impair, fractions qui pourraient étre obtenues immédiatement 
par la simple application d'une identité de Lagkange; mais alors il 
semble bien que la méthode de demonstration de Riemann, si tant est 
qu'elle soit tout a fait rigoureuse, sappliquerait a la demonstration de 
la convergence des autres fractions continues réguliéres relatives a la 
fonction considérée. 

Le développement d'EuLER, enfin, est un troisiéme type de développe- 
ment encore considéré autrefois. Il est également régulier; les numérateurs 
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ct les déiioininateurs partiels sont du prcMiiier degré. Coininc dans les 
cas précédents, il y a, pour une fonction, une infinité de développements 
de cette forme, et le seul qui ait etc considérc jusqu'ici est celui-la 
mérne donné par Eulek, qui a pour réduités les polynömes successifs de 
la serie. 

Ces quelques exemples ne sufFisent-ils pas déja a justificr cette asser- 
tion qu'un sens assez vague était attaché a cette expression de développe- 
ment d'une fonction en fraction continue, quon entendait par la des 
modes de développements fort différents les uns des autres, sans liens 
apparents entré eux, qu'on n'apercevait pas la multiplicité, pour une méme 
fonction, des fractions continues de chacun de ces modes. 

Les ouvrages classiques traitant de la question accusent, en general, 
au plus haut point, ces défauts. Je ne parle pas de Tétrange confusion 
qui y apparait entré la théorie du développement d'un nombre irrationel 
en fraction continue arithmétique et celui d'une fonction en fraction con^ 
tiuue algébrique; le rapprocheinent que Ton fait toujours entré ces deux 
ordres de faits e^t tout aussi bizarre que le serait Tidéc que la théorie 
des series entiéres doit toujours et nécessairement étre précédée de la 
théorie des fractions décimales. Mais on peut constater que les auteurs 
négligent de faire savoir ce qu'ils entendent par le développement d'une 
fonction en fraction continue, ou que, sils font connaitre une definition, 
ils choisissent un mode particulier de développement dans lequel ne ren- 
trent pas ensuite tous leurs exemples, ou méme dont il n'a jamais été 
donné aucun exemple. 

Mais il y a plus. Au moins tous les développements que nous 
avons cités jusquMci, si divers et si épars soient-ils, avaient ce caractére 
commun que leurs réduités avaient avec la fonction développée certaines 
relations precises d'approximation; mais on a été jusqu'å donner, sous le 
nom de développement en fraction continue d'une fonction, des expres- 
sions qui n'ont plus avec celle-ci aucun rapport, au point de vue de 
Tapproximation donnée par les réduités. 

Je puis, par exemple, égaler une fonction å une fraction continue 
limitée dans laquelle je me donne arbitrairement tous les numérateurs 
partiels et tous les dénominateurs partiels sauf le dernier, et regarder 
cette égalité comme une équation d'o\i je déduis ce dernier dénominateur. 
Si, malntenant, je développe celui-ci, n'importe comment, en fraction con- 
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tinue et que je le remplace, dans Tégalité, par ce développemcnt, j'ob- 
tiens uiie fraction continue a la formation de laquelle a bien contribué 
la fonction; mais il est bien clair que les réduites de cette fraction, au 
moiils led premicres, n'ont plus absolument aucune relation d*aucune- 
espéce avec la fonction développée; doit-on dire que Ton a lä un dé- 
veloppéraent en fraction continue de la fonction? 

De inénie, il ne suffit pas qu'une fonctioD satisfasse ä uiie équatiön 
fonctionnelle linéaire ä trois termes, analogue aux relations entré series 
hypergéométriques coritiguös, pour que le développeraient que Ton en 
déduit, par le procédé connu, pour le quotient de deux de ccs fonctions, 
äit quelque relation d'approximation avec .ce quotient. Il semblc qu'on 
Tait pu croire, cependant, et qu'on se soit demandé quel les relations les 
réduites d'un développement obtenu ainsi pouvaient avoir avec celles des 
développements d'EuLEB et de Gauss, sans qu'on ait pu faire la réponse, 
bien entendu. 

(lo). Ce sont toutes ces constatations qui, alors que, guide par de 
fausses analogies entré la théorie des fractipns continues arithniétiques 
et celle des fractions continues algébriques, je poursuivais un but bien 
diflférent, m'ont conduit a rechercher des fondements precis d'une théorie 
des fractions continues algébriques. Prenant pour point de départ le 
caractére des réduites d'étre des fractions rationnelles approchées de la 
fonction, j'ai été amené a la definition de la fraction continue simple, 
a la notion de leur multiplieité pour une méme fonction, ä Tétude des 
types réguliers, rattachant ainsi ä une conception genera le et parfaite- 
ment precise tous les exeinples divers donnés antérieurement. 

La fraction continue simple est a celles o\\ les elements sont simple- 
ment rationnels, ce que la serie entiére est ä celles oii les termes sont 
aussi simplemcnt rationnels; c'est la une analogie importante pour justifier 
Tintroduction de la notion de fraction continue simple, et qui cut peut- 
étre empéché certains doutes de se manifester ^ si je Tavais plus claire- 
ment mise en évidence. 



* Rcvue géDéralo des scionces, 3^ année, p. 381. M. L. Autonne maccorde 
un resultat que je n ai pas obtenu. Si j^ai tenté de traiter, par ma méthodc^ la sdrie 
hypergdoujétriquc, cc dont jc ne dis pas un uiot dans mon mémoirc. mos cfforts ont 
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Le caraptere fondamental d'une serie eutiére coiisi$te qn ce que 
chaque nouveau terme ajouté est un monöine entier de degré supériqur 
a tous les précédeots, en sorte que Ton obtient des polyn6aies qui reprér 
sentent aveo une approximation de plus en plus grande Tuu quelconquQ 
de ceux qui viennent apres. . . , ; 

Or^ dans une fraction continue simple^ ce earactére fondamental se 
retrouve: chaque réduite représente avec une approximation . qui eroit 
en méme temps que le rang Tune quelconque des réduiten-sui vantes; 
et il disparait si Tpn modifie de quelque fa^on la definition, comme le 
peuvent montrer les exemples les plus simples. Si donc on veut trouver, 
dans les fractions continues, Tanalogue de la serie entiérc, c est tout au 
moins parmi les fractions continues simples qu'il faut le cherchcr. Le 
^eul reproche que Ton pourrait encore adresser a la definition de la 
fraction continue i^imple, c'est de n'étre pas encore assez restrictive; et, 
en effet, cette definition laisse échapper ce caractére important, sur lequel 
j'ai insisté précédemment et qui appartient aux series entiéres, que ses ré- 
duites soient nécessairement des fractions rationnelles approchées pour une 
réduite de rang plus élevé quelconque; si on se donne, a priori, une fraction 
continue simple, ses réduites ne sont par conséquent pas nécessairement des 
fractions d'un tableau de fractions rationnelles approchées; elle ne définit 
pas en general un tel tableau, tandis qu'une serie entiére le définit toujours. 

(ii). Comme une serie entiére peut étre mise sous forme de frac- 
tion continue simple, le théoréme d'ABEL sur la convergence des series 
entiéres peut étre transporté a cette fraction continue, et Ton est alors 
conduit a rechercher ce que devient ce théoréme quand, au lieu de con- 
sidérer la fraction continue d'EuLER, on s'adresse a une fraction continue 
simple quelconque. Comme je Tai montré, on retrouve la notion de 
cercle de convergence, mais modifiée d'une fa9on essenticUe, en ce qu'il 
peut y avoir, å Tintérieur du cercle de convergence, des ensembles spé- 
ciaux de points, isolés ou formant des lignes ou des ehamps, pour lesquels 
la fraction diverge, tandis quinversement de tels ensembles peuvent se. 
presenter a Textérieur du cercle de convergence pour lesquels la frac- 
tion converge. 

échoué; J6 n^ai traité, en empruntant Tezpression générale de la fraction rationnelle 
approchéc k M. Hkrmite, que la fonction ezponcntiolle. 
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Cea considérations montrent combien il serait intéressant de reprendre, 
au point de vue general auquel nous pouvons nous placer inaintenant 
avec la notion de la multiplicité des fraetions continues pour une inéme 
fonction, les beaux travaux d*HALPHEN, qui semble bien avoir rencontré 
les premiers exeniplcs de ces ensembles spéciaux de points o\i il y nurait 
convergence ou divergence anomales. 

Lyon, le 26 févrior 1893. 



ii;i 



ANGENÄHERTE DARSTELLUNG 
DER KVADRATWURZEL EINER VERÄNDERLICHEN 

MITTELST EINFACHER BROCHE 



VON 



P. TCHEBYCHEW. 



Aus dem Russischen' Ubersetzt von O. Backlund. 



§ I. Bei der Berechnung von Kvadraturen muss man haufig, wegen 
Integrationsschwierigkeiten, die (zu integrirenden) Functionen durch an- 
genäherte Ausdrttcke ersetzen. Wenn die Integrationsschwierigkeiten von 
einem Radicale zweiten Grades herröhren, so känn man mit grossem Vor- 
theil als angenäherten Ausdruck des Radicales 



VI 



die Funetioii 






anwenden, welche man mittelst des ersten Theoremes erhalt, das ich in 
meinem Mémoire: Sur les questions de minima qui se raUachent u la repre- 
sentation approximative des fonctioyis,^ bewiesen habe. Stellt man sich die 
Aufgabe, die Grenzen der relativen Fehler fttr alle Werthe von x zwischen 
a; = I und j^ = ä > i inöglichst eng zu machen, so wird die beste Dar- 



st^llung des Radicales 



v^ 



durch die Function 



A 4- —.^- A. - -?^- + 4- - -" - - 



1 K 



3anHCKH llMnep. AKa.^eMlii HavKt. Bd. 6i, St. Petersburg 1889. 

* ^Mdiiioires de rAcaddmie Impérialo. Torne VII, 1 858. 
Aeta maihematiea. IS. Irapriiuö lo 5 mnr« 1801. 15 
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diejenige sein, fttr welche die Verhaltnisse 



v^ 



^ + 77-7— + 77-^— + . . . + 



A -A 1 k 4- — 



c, + « ■ c, + « ' ■ c, + « 



v/^ 



zwischen re = i und x = h möglichst wenig sich von i entfernen. Eine 
solche Darstellung des Radicales 



sTi 



können wir mit Hölfe des erwahnten Theoremes finden, indem wir es zur 
Bestlmmung der Grössen 

anwenden, so dass der Logarithmus der Verhaltnisse 



v/i 






öder 



6\ + aj C, + » Cn + X 



B^ g, Bn 

"t" 7^ ; I" Ti 7 h • • • + 



C, + a; C\ + a; Cn + a; 

v/i 



möglichst wenig von o abweicht, wenn x von re = i bis rr = ä sich 
andert. Wenn wir annehmen, dass in dem Intervalle x = i, x = h die 
Grenzwerthe des letzten Verhaltnisses 
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sind, so können wir uns mit Httlfe des erwähnten Theoremes von der 
Möglichkeit tlberzeugen, diese Grenzen der Einheit zu näbern, indern die 
2n + I Constanten der Function 






Vi 



B. . B. . .B. 



in passender Weise bestimmt werden, vorausgesetzt, dass y von x = i 
bis a; = A weniger als 2n + 2 Mal die Grenzwerthe 



'.-; 



erreicht. 

Hieraus folgt, dass die grösste Annäherung der Grenzwerthe 



an die Einheit nur bei solchen Werthen von 
stattfindet, för welche die Function 

im Intervalle o; = i, x = h wenigstens 2n + 2 Mal die Grössen 

erreicht ohne sie zu iiberschreiten. 

Wir werden jetzt zeigen, wie auf Grundlage des angeföhrten sowohl 
die Grösse I wie die Function y, welche zur Lösung unserer Aufgabe 
ftihren, gefunden werden können. 



und h verschiedenen Werth von x gleich I öder -j wird, ohne dass -~- =^ o, 



11(3 P. Tchcbycliew. 

§ 2. Da die Function y zwischon ^r = i, x = h Uber die Werthe 
/ und - hinausgfht, wenn sie in diesem Intervallo för irgend einen von l 

c 

-7 wird, ohne dass -~ 
I ax 

so mössen nncli denri oben auseinandcrgesetzten niindestens 2n + 2 ver- 
schiedene Werthe von x, von X-,= i an bis x = h, gleichzeitig den Glei- 
ch ungen 

und 

genugen, wo nach (i) die linken Seiten rationelle Bröche darstellen, deren 
gemeinschaftlicher Nenner 

{c\ + xy{c\ + xy... {c\ + .ry 

ist und deren Zahler (4n + 2)'®" Grades sind. Aus der Zusammensetzung 
dieser Gleichungen geht hervor, dass die gemeinschaftlichen Wurzeln, die 
von X = I und :r == h verschieden sind, vielfache Wurzeln sein mössen. 
In Folge dessen können diese Gleichungen för 2n + 2 verschiedeue Werthe 
von X nicht gleichzeitig stattfinden, ohne 4n + 2 gemeinschaftliche Wurzeln, 
gleiche öder verschiedene, zu besitzen. Diess setzt aber ihre Identitftt vor- 
aus, da sie nach dem eben auseinandcrgesetzten vom 4n + 2^" Grade sind. 
Identisch können diese Gleichungen sein, nur wenn 

r -n^-iY) = c(^yx{i-x){h-x), 

wo C eine Constante bedeutet. Hieraus geht dann die folgende DifFeren- 
tialorleichuntj: hervor: 

(2) v^'77.— rr^^ 



Untcr den vorsclnedcncn Kunctionen y, welche dieser Gleichung fur 
irgend welciic Constiinten / und C genftgcn, ist es niclit schwer diejenige 
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zu unterscheiden, welche zur Lösung unserer Aufgabe fQhrt. Zu dem 
Zwecke bemerken wir, dass laut (i) 

dx 

ZU eiiier Gleichung 2n*^° Grades fiihrt; von x = o bis a; =00 känn daher 

du 

die Ableitung - nur 2n Mal Null werden. Da sie aber nach dem an* 
geftlhrten im Intefvalle 

wenigstens 2w Mal Null wird, so känn sie in den Intervallen 

X = o, X < i 

und 

x> hj a; = CO 

kein einziges Mal Null werden; und sie muss zwischen 

a? = I, x = h 

genau 2m Mal Null werden. Aus der Gleichung (2) erhält man demnach 
zwischen den Integralen 



1 



/dx I dx 



^)' 



r ^ r ^ 

J y/{f^' - y')(^ - ly)' J v/(y*-0(i-/V] 



die folgenden Verhältnisse : 



(3) s = (2« + 0^. 

/ ^ I Jx{x — \){h - x) 



I 
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§ 3. Auf Grund dieser GleichuTig känn man die Grösse / niittelst 
des Verhaltnisses zwischen den Integralen 



1 A 

r dx I dx 



«) 



leicht ennitteln. 

Von den verschiedenen Formeln, die dazu dienen können, woUen wir 
im vorliegenden Falle die folgende benutzen 



: t .... t .... ^B 



t = +ao ^ 8 

J^ ^2(2« + l)i(2i+l) 

i=» — oo 



wo 



/ dx 
\x(l-jr)(A-x) 



O 

~7Z — 



/ c/r 
^ Vx(x-l)(A-xj ^ 

Diese Formel zeigt, wie I und - bei wachsendem n sich der Einheit 
rasch nJlhern, und wie in Folge dessen die relativen F^ehler der Formel 

A o. ^t , ^K , a. -^^ 

"^ '^ G, + x'^ C.-hx'^ '"'^ Cn + x' 

welche eine Annäherung des Radicales i/- darstellt, rasch abnehmen. 

Indem wir durch eine Grösse, die zwischen o und i liegt, be- 
zeichnen, so stellt P"~^ alle Werthe zwischen / und - dar. Hicrnach 
finden wir mit Rttcksicht auf die erwähnte Beschaffenheit der Function 
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die folgende Gleichung zur Bestimmung des Werthes des Radicales K/-- 
(5) \/\ = i-{^ + J_ + gi- + . . . +.^J. 

§ 4. Die Grössen 

welche in dieser Formel auftreten, können leicht ermittelt werden, uiid 
zwar mittelst des Integrales der Gleichung (2), das mit Röcksicht auf (3) 
erhalten wird. Denn schreiben wir dieses Integral unter der Form 

so finden wir, dass hier die Grössen 

-4 , x>j , />2 > • • • > -ö^> Oj , Gj , . . . , G^ 

mit Htllfe von elliptischen Functionen mit dem Modul 

(«) "'Sf^-i 

und mit Anwendung der bekannten Bezeichnung 



är 



K 






sich durch folgende Formeln darstellen lassen: 

I 



A = 



.-V . 2K *. aK - 2nK n 

iJhl I + 2 dn h 2 dn —^ + . . . + 2 dn 

L 2n + l 2ri + I 2n + I J 

/- , 2mK 

2 Jh dn 

jg ^ ^ 2n+ i 



, , 2mK \ ^ 2K , 2nK 

I sn — 
2n 



nK I ^ 2K ^ 2hK 1 

- — I + 2 dn h . . . + 2 dn — 

+ I L 2n + i 2»i + ij 



. 2mK 



0„ = rp-fl, 

*" , 2mK 

sn' 

2n + 1 
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Beinorken wir, dass 

T 2rnK 

dn -- 

2n + I 

fttr m = O in die Einheit Qbergeht und den Werth nicht Jlndert, wenn 
m durch — m ersetzt wird, so können wir die Summe 

I + 2 dn — [- 2 dn ; h . . . + 2 dn — 

2W. + I ' 2/1 + I ' ' 2n + I 

unter der Form 

2m K 



> dn ; — 

^^ 2n + I 



schreiben, wo angenomnien wird, dass die Summe sich ttber alle Werthe 
m = — w , — {n — I ) , . . . , — I , o , I , . . . , n — i , n 



erstreckt. Demzufolge erhalten wir 



2v^Adn 



A= - B = ^-^^±^ 



, y7V^ - 2mÄ ' , , 2m/i. v^ _ 2mK 

I Jh 7 an I sn > dn 

^ ^-r 2h + 1 2n + i ^^ 2?4 + I 



und 



,7 . 2mK 
2y/han 



Bm ^ 2U 4- I 



Cm •{- X , , 2mK v^ -I 2mK , 2mK 



I sn 



2 dn 



. - 7 dn en ; — 

2n + l ^^ 2/1 + I 2n + I - 

sn" 

2n + I 

2mK ■% 



2n + I y/h 



2mK . 2mK , « 2mK 



I 7 dii « sn h h en 



2n +1 2n + I 2n + I 

Weil der Ausdruck 

2mK 

dn ., 

2n + 1 yjh 



V^ , 2rwi!C , 2mK , , 2wfC 

7 dn aj sn' h h en 

*-^ 2n + I 2n + I 2n + I 
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far m = o in 

2mK ~ 



^ L^ 2n + I 



ttbergeht und unverftndert bleibt, wenn m das Zeichen ändert, so giebt er, 
indein man ttber alle die Werthe 



wi = — n, — (n — i), ..., — I, o, I , ..., n — i,n 
suinmirt, die Summe 



Folglich ergiebt sich aus der Gleichung (5) folgende Formel zur Be- 

stimmung des Radicales \/-> vorausgesetzt, dass a? die Grenzen a? = i, 
a? = A nicht ttberschreitet: 



.1 

(7) \/- = 



y/hdn ""^^ 



2n + 1 



2mK . , 2mK 
+ Äcn' 



2n + i 2n + i 




^ 2)1 + 1 

§ 5. Aus der Gleichung (7) ist es nicht schwer eine Formel ab- 
zuleiten, welche die Grenzwerthe des Integrales 

—=du 

v/F 

giebt, und zwar mit Htilfe von Integralen, welche die Function V ausser- 

halb des Radicalzeichens enthalten. Dazu ist nothwendig, dass die Func- 

tionen U und V för alle Werthe der Veränderlichen u zwischen den Inte- 

grationsgrenzen positiv bleiben. 

Wenn durch 

M,M^ <M 

die Grenzen bezeichnet werden, welche die Function V dabei nicht ttber- 
schreitet, so bleibt 

Aeta fnaihematiea. 18. Imprimé le 8 mara 1894. \Q 
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zwischen den Grenzen 

M 



M, 



eingeschlossen, öder zwischen den Grenzen 
indem 



7 ^^ 

gesetzt wird. Hieraus geht hervor, dass fOr alle Werthe von w, Ober 
welche das Integral 

v/7 

ausgedehnt wird, die Gleichung (7) fttr 

V 




X = 



anwendbar ist, wenn 



M, 



M 



7 ^*^ 



K 



FQhren wir alsö diese AusdrQcke för x und h in (7) ein, so ergiebt 

sich 

27nK 



\/f= 



T 



y/M,Mdn 



2n + I 



,_ , 2mK . __ , 2n%h 
2u + 1 2u 4- I 



l^^ 7 dn — = 



öder nach Theilung durch yjM^: 



v/¥dn '"*^ 



X ^ ^ 2/1 + 1 

/ , 2mK , 2viK 
/- Am^ Ksn h 3f en* 

\I\- — 



2n + 1 2n + I 



^-' 2/i + I 



Angeuähertc Daratcllung der Kvadratwurzcl ciner Veränderlichen, 123 

Da der Annahrne gemäss die Function t/ för alle Werthe von w, tlber 
welche das Integral 

—^ du 

sich erstreckt, positiv bleibt, so erhalt man aus dieser Gleichung 

JM in -^^a^ V du 
* 2n + I 




(8) 



f t äu = 




, 2mK , 2mK 

Ksn h Ji en 



2w +1 2n + I 



-^ 2n + I 



Weil 



7. = ^" 



mT' 



60 wird mit Röcksicht auf (6) 
(9) iif, -i¥(i-Å'). 

Dies ist cine Relation zwischen 

M,M„ 

— den Grenzwerthen, die die Function V bei der Integration nicht tiber- 
schreiten darf — und dem Modul 

k, 

der zur Bildung der Formel (8) und der Gleichung (4) dient. 
Indem wir der Kttrze halber 

2mK 
sn 



2h h- i 
durch 



bezeichnen, erhalten wir 



5« 

ni 



2mK , j 2mK , -—r- 



2mK 



Vdn — =1+2^1-- kU\ + 2 v/i — kU\ + . • . + 2 ^i — Ä^i. 

^^^ 2?t + I > i v n 



A 
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Setzen wir ferner 



(lO) S = I + 2yjl— k'8\ + 2 y/l — r«J + . . . -f ^I _ /£*»„' 

und 

so wird die Gleichung (8) 

(12) i^ du = ^ [F(0) + 2FGS.) + 2F(SJ + . . . + 2i^(5.)]. 

Weil die Grösse zwischen o und i eingeschlossen ist, so giebt diese 
Gleichung die folgenden beiden Ausdrftcke fOr die Grenzwerthe des 
Integrales 



/-=zdu: 




^ du> F(o) + 2F{S,) + 2F{S,) + . . . + 2i^W» 




y/r 



U , =1 



-^rft* <f-.[F(o) + 2F(s,) + 2F{s,) + . . . + 2F(0], 



wo die Grösse I gemäss der Gleichung (4) bestimmt wird, aus der hervor- 
geht, dass Z, bei wachsendem n, der Einheit sich rasch nähert 

§ 6. Indem wir jetzt zur Anwendung der abgeleiteten Formeln 
ttbergehen, beginnen wir mit dem Falle 

wo A < I. Die untere Grenze des Integrales 



v/F ^~ J yji — A* ^\^n 



möge o sein; alsdann wird der grösste Werth der Function 

V= I — A^sin'?^ 
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innerhalb der Integrationsgrenzen i sein, und daher können wir in Ober- 
einstimmung mit unserer Annahme tiber die Bezeichnung setzen 

M= I. 

Die Gleichung (9) giebt nun 

wo Mq die untere Grenze von 

bedeutet, fOr welche die Formel (12) anwendbar ist. Da die Function 
V ftir die Werthe der Veranderlichen w, ttber welche das Integral 



v 

/du 



u 



sich erstreckt, tiber die Grenze M^ nicht hinausgehen darf, so muss fOr 
alle diese Werthe von u 

I — A' sin^w > I — 'Ä' 

und folglich 

s\nu <-r. 

Wenn 

80 wird diese Bedingung oflfenbar för jeden reellen Werth von u erftillt 

Fttr den Fall 

Å<k 

känn also die Formel (12) auf das Integral 



/ 



du 



^i — Å^ ain* u 



angewandt werden, wie gross u auch sein mag. 
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Im Kalle 

A > I: 

wird dieser Bedingutig geiirtgt iiur von öolchen Werthen von w, die 

are sin 7 

A- 

nicht Oberschreiten; folglich können dann unsere Formeln aiif das Integral 

In 



I fin 

J V I — ?J* sin* ?t 



o 



angewandt werden, nur wenn der Bedingung 



/ 



a < are sm 7 

k 

genttge geleistet wird. 

Wenn wir in der Formel (11) 

U = \j V= I — A^sin'''^/, M= i 

setzen und o als untere Integrationsgrenze nehmen, so finden wir im vor- 
liegeriden Falle 



u 






U 



are tång (yl — /'«* tjingw). 



Mit Httlfe dieser Function so wie der Grössen 

die durch eine elliptische Function (§ 5) mit dem Modul k bestimmt 
werden, finden wir mit Rttcksicht auf (12) eine Gleichung, welche die. 
Grenzwerthe des Integral es 



u 



I du 

J \]i — A*8in*?^ 



o 



geben, Grenzwerthe, die bei wachsendem n sich einander sehr rasch nahern. 
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§ 7. Bei der speciellen Annahme 



" = \/i 



wird 



- R" 



q = e ", 



und die Gleichung (4), durch welche die Grösse / för die verschiedenen 
Werthe von n bestimmt wird, geht in die folgende ttber: 

74 __ , f 6e~^-" + '^'(— — — Z_L-LM 

Diese Gleichung giebt fttr 

w = 1,2,... 

resp. 

/' = 0.9993549, 

/'^ = 0.9999988, 



woraus zu ersehen ist, wie die Grenzwerthe des Integrales 



/ 



M 

du 



v'i — X* sin*?/ 
o 

die mit Hftlfe der Gleichung (12) erhållen werden, bei wachsendern n 

sich einJtnder rasch nfthern. 

Setzen wir nun 

n = I 



so erhalten wir 






''" =y~[F(0)+2F(s.)]. 



V'l-;i'sin'n I'' 



o 

For 



=\/-;. »= 
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geht die Gleichung, welche S bestimmt^ tiber in 
und 

2K 

sn — = s. 
3 ' 

wird gleich 0.9002226; daher finden wir 

S= 2.5424652. 

Fttr A; = y - gestaltet sich also (11) folgendermassen 

1/ I «* are tång (y^i — yl*«* tång u) 

F{s) = -= 

2 . 5424652 ^I — Å*8* 

Setzen wir hier 

5 = 0, s = s^ = 0.9002226, 

80 bekommen wir 

F(o) = o.3933i95«*. 

o. 3033402 are tång {yji — o.8i04007;i' tång u) 



F{s.) = 



\/l 0.8104007;!* 



Diese Ausdrtlcke, in die Gleichung (12) eingefohrt, geben folgende 
Formel zur Bestimmung des Integrales 



K 

/; 



du 



V'! — ;i*8in* w 
o 



I r , o . 6066804 are tanff (\/ 1 — o.8i04007^*tanew)l 
pi[o.3933.95«+ ^.io8.°4°07^- ^ J 

Far 



« = 2 
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geht die Gleichung (12) im vorliegenden Falle ttber in 

u 

I JT-X^ain^n ^ ^'' [^" + /jr « re tång (i?, tång m) + -^ a re tång (i?, ta ng «)1 . 

O 

wo 

A = 0.2360679, J5j = 0.4188060, i?2 = 0.3451258, 



i2j = y/l — 0.4262987/*, -B3 = y/l — O.9313130P.*. 

v* _ 

Ahnliche Formeln in Bezug auf das Integral 



u 



fl + v sin*u du 

J i + q sin* v y/T— ;.*8iu'w 



werden aus (12) erhalten, wenn gesetzt wird: 

jj I + 2>8inNfc j^ ^2 • 2 

U = — . . , , V = I — A sin 'M . 

I 4- q sin u 

§ 8. Wenn wir in (12) fCir U und V verschiedene Functionen 
nehmen, so erhalten wir Formeln zur Bestimmung der Grenzwerthe von 
Integralen von der Form 

-= du , 
deren Berechnun<]r niclit selten o-rosse Schwieri(]!;keiten darbietet. In der 

o o cTi 




Weise finden wir fCir 



V= I — A\sin^/f, U = (P(tangw), 

wo (P(tang?/) eine Function ist, dio das Zeichen + innerhalb der Inte- 
jrrationso^renzen beliRlt: 



N 



r f^^iJL-. ,U, ^ ;,,[7/(o) + 2F(..) + 2V{s,) + . . . + 2F{s„)l 

J yl — ^ sill n *' 

o 

Åcla mnthematiea. lä. ImprJin6 le 21 mara 1894. 1' 
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wo 

v/i — fc*«* /' ^(taugw) 



^ ^ 6 J ^ —' / « sin'?* 



o 



Nach dem, was im § 6 bemerkt wurde, finden diesc Formeln fttr jedes 

u Rtatt, wenn 

A</r. 

TT 

Wenn diese Bedin^uncr erfttllt wird, und - als oboro Grenzo orenommen, 
SO leiten wir aus diesen Formeln die folgende ab: 



2 



/ -J^^^^ du = -l,[F(o) + 2F{S,) + 2F(.,) + . . . + 2F(.0], 



(» 



m ' 



o 

Setzen wir im letzten Integrale 

tangw = 2, 
so lasst sich dasselbe sehreiben: 






0[z)fh 



I + (I —rH'')z 
O 



Demnach geht die Gleichung (ii), welehe die Function F{s) bestimmt, 
im vorliegenden Falle nber in 



oo 



vi — ^'ä' /' • 0{z)dz 



o 



+ (l — ä's')z 



Hieraus erhellt, dass die Formel, die wir ziir Restimmung d(»s Integralos 



•i 



r tf) (tång It) _ ^^^ 
J V' I — ^,* sin* v 



Augcnähcrtc DardtelluDg der Kvadratwurzel ciocr Vcräudcrliclien. 131 

erhaltcn liabcn, nur Inteji^ralc von der Form 



30 



0(z)dz 



I + (I — >1'8')ä» 
O 



eiithalt. Die Ausdrttcke fttr diese Integrale sind ftir gcwlsse specielle 
Aniiahnien ttber die Function 0{z) bekannt. 
Beispielsweise fttr den Fall 

0{z) = Z^^', O <p < I, 

finden wir 



oo 



r <ft{z)dz r zP-^dz _ 

J , + (, - ;'«v ~J I +(i_x'«>' T 



/k 



t ^ ' 2 8in^(! --^'O* 



und zur Bestinimung des Integrales 



•j 



/ 0{t'a,ngu)du / taug''~*ttcZM 

J yl — Å* sin* u J yji — l^ sin* u 

() o 



werden wir dann nach (12) haben: 



TV V TTi/l — /f*«' 



p ' 

2siii^(i— ^*s*)*6' 
2 ^ ^ 



und folglich 



.7 / "i — k-"»] . / I — k^9l 

r tixngP-^uih c _ .T ' "^ ^ V ([ — ÅWd' "^ • • • "^ ^ V (I ~ Å' sly 

J v^T - Å' sin* u 2 /»'»sin^S 

o 2 

Ftthren wir hier den Ausdruck (10) fttr S ein, so erbalten wir 



/ tang''~ 



o 



. / 1 — &*«? . . / 1 — /f'«!; 

sin' « p, sin ^' * + ^ v'i — Ä'«? + . . . + 2 ^ i — *'»'„ 
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In (lem speciellen Fulle, wo k -^ K/ - und n= i aiigenoinmen worden. 



giebt diese Gleichung mit Rttcksicht auf 



2K 



s. = sn — 

' 3 

zur Bestimmuno; des Intec]rrales 



= 0.9002226 



»» 



J yjl — Z'* sin'* n 



o 



fiir A<y/- dic folgendc Formel 



I 

2 



/t. 



Z^'' sin ^— 



0.3933195 + 



0.6066805 



(I — 0.8104007/ 




wo 



r = 0.9993549. 

Setzeii wir n = 2, mit Beibehaltung desselben Moduls, so finden wir 
zur Bestimmun<x: des Inteorrales 



r 
•2 



/ 



isiiigf~^ ndv 
yjl — Å^ sill' u 



o 



im Fallc 



A< 



\/i 



die Formel 






I 

- ;: 
2 


'Ji^r»^'?^ J- 


0.4188060 


l^^' sin ^''' 
2 


. (I 


0.4262987;.»)* 



, o.3 45'258 -| 

— -i ^ . 

Åy (1-0.9313130;.")»] 



wo 



I = 0.9999988. 
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SUR UNE CLASSE DE TRA NSCEN D A NTES NOUVELLES 

PAU 

EMILE PICAliD 

å PAUIS. 

(Premier mémoire.) 

Je me propose, dans ce travail, de démoiitrer rexistencc d'une classe 
de transcendantes nouvelles qui généraliseroiit les foiictioiis doublemeiit 
périodiqucs. Les fonctions que nous allons considérer admettcnt foutes 
une période Ö, mals le changement de z en z -{• ii' modifie les fonctions 
de la maniére suivante. Soit 

u' = Äj (« , v , . . . , lV)y 

w' = JB,„(w, y, . . . , iv)j 

une substitution hirationnelh quelconque, relative a m lettres /f ,«;,..., t(;. 
Je me propose de montrer (\\xil existe une infinité de Sf/stémes de m 
fonctions 

uni formes dans tout le plan, nayant que des discontinuités polaires, et Jouissant 
des propriétés siuvantes: 

Elles adniettent la période ii, et on a, par le changement de z en z -{• ii' 

f{z+ ii')= RM^) , 9^{z) , . . . , <fiz)l 



iP{z+ ii') = RMz),if{z),....iP{z)\ 

Ada mathematica. 18. Impriiné le 21 mars 1801. 



VU Kmile Picaid. 

(Uaiis la suitc, pour Ui commodité des calculs, iious poseroiis, ce qui ne 
diminuc en rien la généralité: H = ö>7, H' == ö>, en désignant par (o et 
tt>' des quantités reelles positives.) 

On trouvera simplernent, dans ce premier mémoire, avec quelques 
propositions auxiiiaires qui ne sont pas par elles-mémes sans intérét, la 
demonstration de Texistence des transcendantes dont je viens de parler. 
Le mode de demonstration employé me parait digne d'attention; j'applique 
k un probleme relatif a la théorie des fonctions ces méthodes d^approxi- 
mations successives si fccondes dans la théorie des équations différentielles 
ordinaires et des équations aux dérivées partielles, méthodes d'autant plus 
intéressantes qu^on peut varier presque a Tinfini les conditions de leur 
application, et je ne doute pas que des considérations plus ou moins 
analogues a celles dont je fais ici usage ne puissent etre utilisées pour 
démontrer Texistence d'autres classes de fonctions. 

Cest la considération de certaines équations différentielles ordinaires 
se rattachant aux travaux de M. Sophus Lie sur les groupcs de transfor- 
mations qui m'a conduit a Tétude des transcendantes précédentes: c'est un 
sujet que j'aborderai dans un second mémoire. On trouvera un resumé 
tres succinct de ces recherches dans les Comptes Rendus de TAcadémie 
des Sciences (9 et 30 octobre 1893). 



I. 

I. Considérous m polynomes 

F^{u ,v,...,w)y P^{h , r , .. . ,iv) j . . . , r„,{u ,/;,..., «e;) 

dépendant de m variables u , v , . . . ^ w. On suppose que ces polynomes 
s'an!mlent pour 

Soient co et 0/ deux constantes reelles et positives données. Nous noKS 
proposons d-ahord de faire voir quon peut irourer toie iufniitv de systtmes 
de m fonctions (undfftiques 
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de la variable complexe Xj uniformes a droile de Vaxe Oj/ {pn pose z = x + iy), 
admettant la période io'i et enfin satisfaisant aux équatlons fonctlonnelles 
suivantes: 

f{z + w) = F,[f{z),<p{z),...,<p{z)l 

if{z + a>) = P,\f{z),^{z),...,,p{z)l 



<p{z^-o>)=K[f{z),if{z),...,ip{z)l 

2. Demon trons d*abord un premier 
lemme qui va jouer dans not re analyse un 
role fondamental. Je désigne par f[z) et 
P{z) deux fonctions uniformes dans tout le 
plan, ayant a)'i pour période. En outre on 
a 1'identitc 



Fig. I. 



f{z + CO) = iif{z) + P[zl 



Co 



JC 



/i étant une constante, qui ne satisfait pas 

a une relation que nous écrirohs dans un 

moment. De plus, ayant tracé une suite de 

bändes paralléles a Oy et d'épaisseur tt>, on 

suppose que f{z) est holomorphe dans la premiére bände (et un peu ä 

droite et a gauche de cette bände), tandis quon suppose seulement P{z) 

holomorphe dans une bände étroite ii' contenant Oj/, Soit dans cette 

derniére bände, 



to' 



en posant .r = 6 *^ . Dans le plan de la variable ;r, 

nous aurons la convergence dans la couronne comprise 

entré deux circonférences ,/ et /, a Tintérieur de la- [ 

quelle se trouve la circonférence de rayon un. Suppo- 

sons que dans cette couronne et sur les circonférences 

y et / elles-niémes, le maximum du module de P{z) 

soit M. Il est facile d^avoir le développement de f{z)\ soit: 

f{z)=^^(A'X+^)- 
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Nolis poserons 6 "* = A; on a alors 

^:(A' - /i) = ^., B:(i - /i) = 7i,. 

Nous supposons que, pour aucune valeur de Ventier positif v, on naif 

soit fi = X\ soit /i = -. 

Rempla9aTit enfin A par -- {0 < i), nous avons 
On a (lon c 



/'(^)=St^.a-" + ?^ 






ce quo. Ton pent écrire 



Bv . '^r^ ylv^^*" . v^ B.fi' 



Je dis que nous allons pouvoir trouver une limite de ] f{z) \ sur les cir- 
conférences ./ ety. Prenons d'abord la circonférencc extérieure J . Les 
trois series, dont la somme est égale a /*(^), convergent toutes sur cettc 
circonférencc. ITautre part A^ et B^ ont des modules moindres respective- 
ment que 

- et Mrr 

en désignant par p et /?' les rayons des circonférences ./ et j\ On peut 
donc certainement fixer un nombre a, indépendant de M, tel que Ton ait 

|/'(^)| < a. Al, (sur la circonférencc f) 

a dépond soulement de (o , (o' , /i et de la position des droites / et i\ 

Exaniinons inaintenant la circonférencc j\ Nous écrirons f{z) sous 
la formc 

^(,) .. _ i p(,) + 1 TAX + y ^'% + v -^/^„ • 
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Les trois series du second membre convergent sur /, et on a de suite une 
limite supérieure de leur module en remplayant Ä^ et B^ par leur module 
maximum; quant a P[z\ il a pour module maximum M. On pourra 
donc trouver une constante a' ne dépendant pas de M et telle que Ton ait 

\f{z)\ < a\M (sur Ja circonférence ;*'). 

En désignant par a la plus grande des deux constantes positives a et a' 

nous aurons 

\f{z)\ <a.M 

sur les circonférences j et /, et, par suite, dans T^ire annulaire limitée 

par ces circonférences. Nous avons donc le premier lemme que nous 

voulions établir. On peut trouver une constante a telle que Von ait dans 

la hände ii' 

\f{z)\ <a.M, 

a ne dépendant pas de M, mais setdement de cd ^ cd' j fi et de la position 
des droites i et i'. 

3. Un second lemme nous sera encore utile. Soient 

tn fonctions des m lettres x ^ y ^ . . . , t holomorphes dans le voisinage de 
rr = y=... = < = o et s'annulant pour ces valeurs. Nous considérons 
la transformation 

X = f\X j y j . • • j *j, 
y' ='ip{x,y, ...,t), 

(O 



z' = <p{x ,y, ...yt). 

On peut, en general, par une substitution linéaire convenable faire en 
sorte que les termes du premier degré dans /*, ^ , . . . , ^ se réduisent 
respectivement a 

liX j vy j . . . , Trt. 

Ada matfmnoHea, 18. Imprimé le 28 mars 1894. Ig 
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Faisons donc cette hypothése, et soit depuis |/i|<i,|v|<i,...,|r|<i. 
Nous voulons faire la remarque a peu prés évidente que, partant d'un 
systéme de valeurs {x , y ^ . . . ^ t) suffisamment voisines de zéro et effectuant 
un nomhre indéfini de fois la suhstitution (i), les valeurs de x , y y , . . , t 
auront zéro pour limit es. 

La demonstration est immédiate. Soit A le raodule maximum de 
/i,u,...y7r (A < t), et désignons par M le module maximum des fonctions 

f—ixxy^ — mjy . . . , é — TTt 

quand x ^y ^ . . . , < reste a Tintérieur du cercle de rayon r ayant Torigine 
pour centre. Il sufFira de faire la demonstration pour la transformation 

X' = kt ^ Y T --r—M — M—^-^ , 

X + y + . . . + t a 

Cl 

/ ^ I ^ nr nr^ + 2/ + . • • + < 

y' = Xy -] ; ; --7 M — M ^ , 

a 



X + y + , . , + t a 

a 

en donnant a a; , y , . . . , ^ des valeurs reelles et positives. Or, des la 
premiére transformation, les valeurs des diflférentes lettres deviennent 
égales, et nous sommes ramené par suite au oas d'une seule équation 
qui est bien connu, et est entiérement evident puisque de la relation 

X — AX "j~ • • . 

ou X est compris entré o et wn, on conclut de suite, pour x sufifisamment 

petit 

rr' < hXy 

h étant compris entré X et un. Donc au bout de n transformations suc- 
cessives, la valeur de x sera inférieure a 

et tendra par suite vers zéro quand n augmentera indéfiniment. 
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4. Nous pouvons raaintenant a börder la demonstration du théoréme 
énoncé au paragraphe i. En laissant de cöté certains cas exceptionnels, 
on peut supposer en faisant une substitut ion linéaire convenable que les 
termes du premier degré dans 

P, (w , t; , . . . , w) , F^{u jV j . . . jw) j . . . , P^{u yVj...yw) 

se réduisent respectivement a 

et écrivons * 

les polynomes Q commen9ant nécessairement par des termes du second degré. 
Ceci admis, en réduisant les P a leur premier terme, nos équations 
fonctionnelles deviennent 

ip{z + (o) = fi^f{z\ 



ip{z + cw) =^[x^ip{z). 



On peut y satisfaire en prenant pour /*, ^ , ..., ^ des fonctions double- 
ment périodiques de seconde espéce, admettant le multiplicateur un paur 
la période (o'i et respectivement les multiplicateurs fi^^ fJi^j > • - <, fim pour 
la période (o. 

Choisissons, arbitrairement d'ailleurs, un systeme 

de fonctions doublement périodiques de seconde espéce, ayant les mémes 
pöles que nous supposerons simples dans un rectangle de périodes. 

Ces fonctions vont nous servir de premiére approximation. 

Nous tra9ons a droite de Oy, dans le plan de la variable z, des 
paralléles k cet axe distantes de cd, soit 



rr = ö> , 20) , 



• • • • 
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Nous avons ainsi une succession de bändes de largeur w. Je considére 
alors les équations 



(2) 






Nous allons montrer qu'on peut trouver un systéme de fonctions uni- 
formes f^{z) , f ^(-sf) , . . . , ^i(^) ayant la période tt>'i, satisfaisant a ces 
équations, et ayant dans la premiére hände å droite de Oy les inémes poles 
que fo{^) j ' - ' j ^o{^) {on peut supposer que ces derniéres fonctions n'ont 
pas de pöles sur Oy) avec les ménies résidus, 

Faisons d*abord la demonstration en supposant que f^, . • • ? ^'o '^'ont 
qu'«/n pöle dans un rectangle de périodes. En désignant par p le degré 
des polynomes Q, nous pouvons satisfaire aux relations précédentes en 
prenant pour /i > f i ? • • • j ^i des polynomes de degré p en f^ , . . . , ip^ et 
ne renfermant pas de terme du premier degré; ces relations détermineront 
dans ces polynomes les coefficients de tous les termes. Il ne pourrait y 
avoir d'impossibilité que si on avait une relation de la forme 

les v étant des entiers positifs pour lesquels v^ +1^3 +--- + ^m^ 2; notis 
supposons guil n'existe pas entré les fi de relation de cette forme. Au po- 
lynome trouvé pour f^ on peut ajouter une fonction linéaire arbitraire 
de /;,... , fl^-'\ soit 

La premiére des relations (2) ne cessera pas d'étre satisfaite, quelles que 
soient les constantes a. Nous les déterminons de maniére que f^{z) ait 
pour pöles simples les pöles de f^[z) situés dans la premiére bände avec 
le méme résidu. On opére de méme pour chacune des autres fonctions 
^j(^),..., <pi{z)y qui se trouvent alors complétement déterminées. 

Nous venons de supposer, dans la resolution des équations fonction- 
nelles (2), que /i > • • • > ^0 ^'avaient qu'un seul pöle dans un rectangle 
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de périodes. S'il y a plusieurs pöles, on détermine toujours de la méine 
maniére les polynomes de degré p en /^ > • • . , ^o ^® renfermant pas de 
terines du premier degré, et au lieu d'ajouter ensuite une expression de 
la forine (e) qui ne renfermerait pas assez de coefficients arbitraires, nous 
ajouterons Texpression générale d*une fonction doublement périodique de 
seconde espéce (aux multiplicateurs un et fi^) décomposée en elements 
simples et ayant pour poles multiples d'ordre p les pöles de /^. Nous 
pouvons alors disposer des coefificients de maniére ä avoir une fonction 
/| ayant pour pöles simples les pöles de f^ avec les mémes résidus 
respectifs. • 

Ayant ainsi détermine /I j ^i > . • • > S^^i > ^^^s continuons nos approxima- 
tions. Des fonctions /J , . . . , ^^ on déduira des fonctions /^ , . . . , ^, ab- 
solument comme on a déduit f^ y . . . , <p^ de /J, , . . . , ^^. D'une maniére 
générale, on a 



Tous les fn9 '"j^n out respectivement les mémes pöles que /©> •••> S^o> 

dans la premier e bände, avec les mémes résidus. 

Nous devons maintenant nous poser la question suivant^: 

Ce$ approximations successives convergenUélles vers une limite? Cest 

la le point essentiel dans la demonstration, que nous allons maintenant 

examiner. 

5. En posant d'une maniére générale 



M^) = ^.(*) + U'') 
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on a pour les fonctions i^„ , . . . , V''„ , fonctions holmiorphes dans la premiére 
bände 



(3) 



F„{z + io)= fi,F^iz) + Q,[f, + i';_, ,9^, + 0n-,,...,^o + *'«-i]» 



I 1>-„{Z +0,)= IX^W„{Z) + Qn.{f, + i\-^ , Fo + <^n-l . • • • » ^. + ^;-l]- 



Supposons t[ue dans la bände ii' (fig. i), on ait 
et pareillement 

\F,_,{z)^ < M„_, , . . . , I <f;_.(«)l < J»f._,. 

Rempla9ons d'autre part dans Q^ , . - - y Qm chaque coefficient par son 
module et designens par } le polynome ainsi obtenu; nous aurons alors 
en nous reportant au lemme du paragraphe i et gardant pour a la signi- 
fication de ce paragraphe (on prend pour a le plus grand des m noinbres 
que donne le lemme) 

\F,{z)\ <a.q{M + Jf„_, , itf + M,.^ , . . . , itf + J^n-i), 

et cette inégalité valable dans la bände W s'applique aussi a CP„(;8f),..., W^{z). 
Si donc nous posons 

M, = a. g{M + M,_, , ...,M + M,_,) 



• 



nous pourrons ecrire: 

F^{^z) I < ilf„ , . . . , I *;(^f) 1 < M^ (dans la banda it')- 
Or considérons la transformation 
(4) re' = « >q{M +a;,-M"+^i---> M + a;) 

et cherchons si cette transformation effectuée n fois de suite sur une lettre 
X conduit vers une limite quand n augmente indéfiniment. On doit, 
conformément au lemme du paragraphe 2, former Téquation 
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Or si M est suffisamraent petit, cette équation aura une racine voicine 
de zéro, puisque q est un polynome en [M + ^) commen9ant par un 
terme du second degré; il est clair que cette racine sera de Tordre de 
M'. D'autre part la dérivée du second membre de (4) par rapport a x 
sera visiblement aussi pour cette racine de Tordre de M^ et par suite 
d'un module moindre que wn, si Jf est assez petit. Par conséquent en 
prenant la valeur initiale de x elle-méme assez petite, la succession des 
valeurs déduites par la repetition de (4), tendra vers une limitc et par 
conséquent toutes ces valeurs resteront moindres qu'un nombre K. On 
a ici comme valeur initiale de x la quantité M^ qui est de Tordre de 
M^\ nous sommes donc assuré que le nombre K est tres petit quand M 
est lui-méme tres petit. Nous pouvons donc écrire que Ton a, quél que 
soit n 

I F,{z) I < -S: , . . . , I V',{z) I < K, (dans la bände it') 

K étant une constante tres petite en raéme temps que M. 

6. Nous allons maintenant faire voir que 

F,{z) , . . . , 9\{z) 
ont des limites, sous la condition que M soit assez petit. Nous avons 

F^{z + w) — F^^,{z + co) = ti,{F,{z) — F,^,(z)) 
+ Ö, r/o + F_, ,...] — öl [A + Fn-. , . . .] 

et des égalités analogues. Or, en 8'appuyant sur les resultats du para- 
graphe précédent, on voit immédiatement que la diflférence qui forme les 
deux derniers termes du second membre est moindre que 

X désignant une constante indépendante de n et tendant vers zéro en 
méme temps que M\ quant a ^,_i , il représente le maximum des va- 
leurs absolues des différences 
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dans la bände ii'. La lemine du paragraphe (i) nous donne donc 

\F^{z)—F^^,{z)\<aX.N„_,, 
(dans la bände ii'). 

Ces inégalités sont fondametitales, et nous permettent d'achever la de- 
monstration. On voit en eflfet que la serie 

^,(^) + {F,(B) — F^(z)) + ... + {F^z) — F,_,(z)) + ... 

est convergente dans la bände ii', si on a 

öA < I ; 

elle converge, dans ce cas, comme une progression géométrique décrois- 
sante. Or, Tinégalité précédente sera vérifiée si M est suflRsamment petit: 
c'est la une condition que nous pouvons toujours réaliser, puisque les 
fonctions 

foi^) ^ • • • » Ai^) 

peuvent étre multipliées par une constante arbitraire assez petite, avant 
de commencer le calcul des approximations successives. Nous arrivons 
donc alors ä la conclusion suivante: 

Quand n augmente indéfiniment, les fonctions 

convergent uniforméfnent vers des limites 

F{z), 0{z),..., W{z), 
z restant dans la bände ii'. 

7. Les fonctions 

ayant des limites dans la bände ii'^ auront nécessairement aussi, d^aprés 
les relations (3), des limites dans la bände se déduisant de ii' par le 
changement åii z en z -\- w. Ces limites notamment existeront sur la 
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droite ÅA (tig. i), par suite dans toute la bände iyy' y AA') et enfin 
évidemment, d'aprés la nmniére méme dont nous y arrivons, un peu a 
droite et un peu a gauche de cettc bände. Kevenant maintenant a 



nous voyons que les limites de 

sont les fofictions cherchées; déeignons-les par fi^) j ^{z)j . .*j ^{z). EUes 
sont définies dans la premiére bände et un peu au dela ä droite de AA' 
(il est inutile de parler du cöté gauche). Les équations fonctionnelles 
elles mémcs 



<P{z+0>)=PMz).^r{z),...,<p{,)] 



définissent les fonctions de procJie en proche dans le demi-plan ä droite de 
Oy. Les valeurs des fonctions dans les différentes bändes ä droite de Oy 
sont bien respectivement les prolongements analytiques les unes des autres, 
puisque les limites trouvées pour la premiére bände étaient susceptibles 
de sétendre un peu au dela en satisfaisant aux équations fonctionnelles. 
Nous avons donc démontré le théoréme énoncé au paragraplie premier. 11 

est a peine besoin d'ajouter que les fonctions /" , fr (p ne se ré- 

duisent pas a des constantes puisqu'elles ont des pöles dans la premiére 
bände. 



Äcta mathematira. Ib. Impiltiié le 20 uiars lbt)4. |9 
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8. Quelques remarques sont nécessaires sur les hypothéses (Vinégalité 
qu^exige la demonstration précédente. 

D'abord, pour qu'on puisse appliquer le lemme du paragraphe 2, 
nous devons supposer que Végcäité 



2 v Tu» 



(5) IM = e 



to 



9 

ne peut étre . vérifiée, u étant un entier quelconque positif ou négatif, pour 
aucune vdleur de i entré i et m. 

Nous avons fait ensuite une seconde hypothése (§ 4) consistant dans 
Vimpossibilité d'une relation de la forme 

/i\' /JL2' . ' ' fj!'.: = fil 

les u étant des entiers positifs pour lesquels v, + v^ + . . . + v„, >^ 2 . 
Au fond cette restriction est inutile; nous Tavons faite pour pouvoir cal- 
culer plus facilement nos fonctions approchées, inais un pen d'attention 
sufFit pour montrer qu'une telle égalité n'est la cause d'aucune vérittible 
difficulté. Nous nous sommes trouvé en définitive au paragraphe 4 
devant le probléme suivant: en désignant par ^^(^) une fonction de se- 
conde espéce pour laquelle on a 

(/^{z + co'i) = (p{z), (p{z + co) = A(p{z\ 

trouver une fonction uniforme f[z) ayant la période co'i et telle que 

r{z + io) ^ iifXz) + ip{zy 

Le cas que nous avons examiné correspondait a A 4= /i. On a de suite 
en effet une solution de Téquation précédente, en prenant 

Cette solution ne convient plus si A = /i; mais il suffit de considérer ce 
cas comme un cas limite. L'élément simple servant a décomposer (p{z) 
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est fonction de son p6le, d'un certain coeftlcieut et de A; pour des valeurs 
regardées comrae numériques des divers påles et des divers coefficientfi, 
il ne reste que X de variable, et nous pouvons regarder ^{z) comme 

fonction de ^ et A, soit 

^{z , A). 

Au lieu de prendre la valeur écrite plus haut pour f{z)y on peut prendre 
et par suite pour A = //, nous avons 



/(^) = 



3A 



Cest une fonction uniforme de z ayec la période a)'i et sätisfaisant a la 

relation 

f{z + a>) = Xf{z) + ^(^), 

et que Ton pourra évideinment exprimer au moyen des transcendantes 
de la théorie des fonctions elliptiques. 

En resumé, nos hypothéses d'inégalité se réduisent donc ä Vimpossi- 
hilité de relations de la for me (5). 

9. Je ferai encore une remarque importante relativement a Temploi 
des approximations successives pour obtenir les fonctions cherchées. Nous 
sommes parti des fonctions de seconde espéce 

Nous aurions pu partir de fonctions uni formes qudconques admettant la 
période io'i^ holomorphes dans la bände n', et admettant une file de poles 
(supposés simples) dans la premiére bände (l/^', ÄA'). Il nous faut, dans 
ces nouvelles conditions, corapléter un peu le leinme du paragraphe 2. 
Reprenons Téquation fonctionnelle 

f{z 4- o>) = iif{z) + P{z), 

P{z) désignant une fonction uniforme de période ce>'i, et holomorphe dans 
la bände ii'. Existe-t-il une fonction uniforme, holomorphe entré i' et 



148 Bmilc Picard. 

ÄA\ et qui satisfasse a Téquation fonctionnelle ci-dessus? Reprenons le 
développement 

valable dans la bände ii\ En posant 



2v,T* 3y.TZ 



2yrr 7vni 



f{z) = TAle •"■ + Ble 



tu 



et en admettant que f{z) soit holomorphe entré i' et AA'j nous pouvons 
avec l'équation fonctionnelle déterminer les coefficients de f{z). On ob- 
tient ainsi (§ 2) 






rt')=Ir^^^" ' + 



D'ailleurs en désignant par d et ci?' les distances de Torigine a la droite 
é et a la droite i', on a 

Il en résulte que la serie representant f{z) sera certainement convergente 

pour 

— d' < X < CO + dy (2? = a; + iy). 

Ce resultat obtenu, il n'y a aucune modification essentielle a faire ä la 
serie de nos raisonneraents. Les fonctions successives données par les 
approximations 

fn{z), (f,Xz), ... , ip,{z) 

auront les inémes pöles dans la premiére bände que foi^) j^o{^)j ...? ^o^-^)- 
La convergence des approximations successives sera certaine, si /J, , . . . , ^^ 
ont un module suffisamment petit, dans la bände ii' et dans celle qui 
s'en déduit par le changement de z en z -}- o. 
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III. 

I O. Au lieu des polynomes P^ , P^ , . . . , P,^ du paragraphe i , con- 
sidérons maintenant m fonctions ratiofinelles 

de m lettres w , y , . . . , m;. 

Nous allons montrer quon peut trouver des fonctions 

f{z), (P{z)y . . ., ^(^) 

uniformes dans la moitié du plan å droite de Oy, admettant la période a>'t 
et satisfaisant aux équations fonctionndles 



(6) 



f f{z + a>) = R,[f{z) , ^{z) , . . . , ,p{z)], 
<p{z + fo) = R,[fX2) , ^{z) , . . . , ^{z)], 

^ 4>{z + a>) ^- B„[r{z) , y{z) , ...,</>{z)]. 



Nous ne diininuons pas la généralité en supposant que les R s'annulent 
pour u = v = .. . = w = o et que le dénominateur coinmun des R réduits 
k avoir méine dénominateur prend la v&leur un i^our u = v = ... = w = o. 
Nous raménerons bien facilement ce cas au cas précédent. Rempla- 
<,'.ons en effet f,f,...,(p respectivement par 



/■ 



V 



<P 



Les seconds meinbres des équations fonctionnelles deviendront des frac- 
tions rationnelles en f , y , . . . , ip et ;^ avec méme dénominateur. Nous 
aurons ainsi 
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V^'(^ 4- oj) P,^\/\ 9? , . . , v^ ,/] 



les P étant des polynomes. Les m premiers P^ , P^ , . . . , P„. s'annulent 
pour /'=jr = ... = ^ = o, quel que soit;^. Le polynome P^^+i sannule 
pour /'=j^==... = ^ = ;^ = o. 

Nous soinmes donc amené a écrire les m + ^ équations 



(7) 



f{z + o^) = P,[/\ f', ..., s^,;ir], 

jr(^ + ö>) = P3[/', f^, ..., ^,/], 
_ X{z + O)) = l\,^,[f, r » • • • » ^S /]' 



ce qui nous rainéne au cas précédeminent étudié. Les noinbres /i qui 
jouent un rölc iinportant s^obtiennent imniédiateinent. Les m premiers 
seront les racines de Téquation relative a la substitution linéaire formée 
avec les termes du premier degré, dans les numérateurs des E; quant 
au dernier /x^^^ il sera egal au degré des polynomes P. Les conditions 
d'inégalité qui doivent étre vérifiées (§ 8) sont donc faciles a former. 

II. Il n'est pas inutile de sVssurer que les fonctions dont nous 
venons d'établir Texistence ne se réduisent pas a des constantes. Nous 
sommes eertain d'obtenir par les équations fonctionnelles (7) des fonctions 
ff^}''-j<f^jX 4^^ ^^ ®^ réduisent pas a des constantes; c'est ce que 
nous avons déja dit a la fin du paragraphe 7. On peut se donner ar- 
bitrairement dans la premiére bände les filés de poles avec le résidu 
correspondant. Dans ces conditions il ne pourra pas arriver en general 

que les quotients 

f 9 4' 
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se réduisent ä des constantes. Il suffit en effet d'avoir dans la preiniére 
bände pour A, j^ , . . . , ^ , ;k deux pöles distincts (c'est a dire différents 
d'un multiple de (o'i) avec des résidus dont les rapports son t, pour T un 
ou Tautre p61e, différents; on est alors assuro que les quotient^ précé- 
dents ne peuvent se réduire a des constantes. 

12. Jusqu'ä present, nous n'avons obtenu que des fonctions uni- 
formes dans une moitié du plan. Supposons niaintenant que la trans- 
formation rationnelle 



(S) 



f/ =-- Äj (// ,?;,..., tv)j 



w' = K(:u, ?s . .., iv)j 



soit de plus hirationneUe, c'est a dire que des équations précédentes on 
puisse tirer w , i; , . . . , «<; en fonctions rationnelles de ti', v', . . . , t«;'. 

D'aprés le paragraphe lo, nous pourrons trouver des fonctions pério- 
diques de période o/i satisfaisant aux équations (6) et uniforrnes dans la 
rnoitié du plan a droite de O//. Il est facile de voir que, dans le cas 
ou nous nous pianons maintenant, ces fonctions seront uniforrnes dans tout 
le plan, On a en effet la substitution inverse donnant les relations 



4'{^) = Qm[f{Z + O)) , <f{z + O)), (p(z + Co)], 

les Q étant des fonctions rationnelles. Les fonctions définis a droite de 
Oy s'étendront donc de proche en proche dans les bändes successives a 
gauche de Oy et cette extension sera évidemment une extension analytique. 
Nous arrivons donc au théoréme suivant qui est le principal resultat 
de ce travail: 

Etant donnée une substitution birationnelle arbitraire (S), on peut trouver 
une infinité de systémes de fonctions 
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uniformes dans tout le plan avec des discontinuités exclusivetnent polaires, 
ayant la période Q)'i, et satis faisant aux éguations fonctionnélUs 

f{z + (ti) = R^ [f{z) , f{z) , . . . , fpiz)], 
(f{z ■\- (o) = B^{f{z) , f («) , . . . , <^>{z)]. 



iP{z + w)=R^[f{z),f{z),...,</>{z)]. 



IV. 

13. Je dois, en terminant, rappeler un mémoire de M. Poincaré 
{Sur une classe nouvélle de transcendantes uniformes ^ Journal de mathé- 
matiques 1890) dans lequel Téininent géométre 8'était proposé un pro- 
bléme analogue a celui que nous venons de traiter. 

Soient m un nombre quelconque reelle ou imaginaire ( m| > i) et 

n fonctions rationnelles de n lettres. M. Poinxaré se propose de chercher- 
des fonctions uniformes de u 

telles que Ton ait 

^, {mu) = R^ [p,{h) , jr,(70 , . . . , F«(w)], 
jr,(ww) = i«,[f,(w) , jr,(M) , . . . , J^n(^0j' 



en se bornant aux fonctions qui ne présentent pas pour u = o de point 
singulier essentid. 
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Si nous posons 

w = e* 

les fonctions jp(w) dcviendront des fonctions uniformes de z 

admettant la période 27ri, et en posant 

logm = (O 

(on prend une déterinination fixe d'ailleurs quelconque de ce logarithme), 
on aura 

f,{z + o>) = B,[f,{z) , f,{z) , . . . , f^{z)l 



Uz + ^) = K[f,{z) , f,{z) , . . . , az)i 

et nous obtenons ainsi des équations fonctionnelles toutes semblables a 
celies que nous avons étudiées dans ce mémoire. 

L'hypothése faite que w = o n'est pas un point singulier essentiel 
pour les fonctions (p entralne une certaine relation d*égalité potir les fonc- 
tions rationnélles R, En admettant que les R sannulent pour 

f 1 = f j = • • • = f^« = o 

et que lon ait, comme il est en general permis de le supposer, les dé- 
veloppeinents dans le voisinage de zéro 

-R»(Fi > Fj . • • • » f») = MiVi + • ■ ■ y 



n \Fl ' Fa > • • • > ^n) l^n^n "t" • • • > 

les termes non écrits étant de degré supérieur au premier, Vun des 
nomhres /i doit étre egal a m. Cest a Taide de développenients ordonnés 
suivant les puissances entiéres et positives de e' que M. Poixcaré démontre 
Texistence des transcendantes dont il s'occupe, et qui pour des 7? donnés, 
ne dépendent que d'une ou plusieurs constantes arbitraire?. 

Äcta mathtmoHea. 18. Imprinié le 3 aTril 189K 20 
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Les problémes que nous avons traités sont donc en rcalité diiférents 
de ceux qui ont occupé M. Poincahé dans le beau mémoire que nous 
avons cité, et je ne vois aucune autre maniére d'ctablir rexistence des 
transcendantes que nous avons considéré ici que des méthodes d'approxi- 
mations successivea susceptibles d'ailleurs, comnie on Ta vu, de toute la 
rigueur désirable. 

Paris, le 30 déceinl)ro 1893. 
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EIN BEITRAG ZUR THEORIE DES LEGENDRE'SCHEN POLYNOMS 



VON 



DAVID HILBERT 

in KÖNIGSBBRG i. Pr. 

Die vorliegende Mittheilung beschäftigt sich mit der Frage nach dem 
kleinsten von o verschiedenen Werthe, dessen das Integral 



a 



fähig ist, wenn man fiir f\x) eine ganze rationale Function n — i'^" 
Grades mit ganzzahliyen CoefFicienten wählt und wenn man unter a und fi 
gegebene Constanten verstelit. Wird 

gesetzt, so geht das Integral in eine definite quadratische Form der n 
V^eränderlichen a^ , a^ , . . . , a„ tiber: 



»,* 



/ = Za^^aja^, 



(i,*-l,2,...,w) 



deren Coetticienten durch die Formel 



a 

gegeben sind. 

Um eine oberc Grenze ft\r das Minimum dieser quadratischen Form 
1 zu erhalten bedarf es der Berechnung ihrer Discriminante 



i>.^ = 



11 ^13 



OCio • • • oc 



1» 



»21 0^22 . . • 0.2H 



• • • • • 



^«1 "^Wl 



OC...i . . . U 



/tu I 
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Ersetzeu wir in dieser Deterininaiite jedes Element durch seinen Integral- 
ausdruck und verwenden dabei in alien Elementen der ersten Horizontal- 
reihe die IntegrationsverJlnderJiche x = x^^ in den Elementen der 2^", 
. . . , n**" Horizontalreihe beziiglich die Integrationsverrmderlichen x = a;,, 
. . . j X = x^, so stellt sich die Discriminante der quadratischen Form 1 
als ein w-faches Integral von der folgenden Gestalt dar: 



D 



aH 



— / • . • I i<'| •*'2 • • • X'^ X.X \Xi "~^ Xj^j (IXi • • . ((Xf^ 



a 



Die Vertauschung der n IntegrationsverRnderlichen .Tj , . . . , rr„ und die 
Addition der dadurch entstelienden Gleichungen liefert dann 



1),, = --... Il{x, — x^ydx, . . . (ix. 



a 



a 



und wenn wir mittelst 



x,=Uli-a)y, + -(/i+a) 



(i«l, 2, ...,«) 



die neuen Integrationsveränderlichen y^y • > - 9 t/n einftihren, so gewinnen wir 
die Formel 



!>. = {^-yi>. 



wo zur Abktirzung D = jD_i,+i gesetzt ist. 
Beispielsweise folgt fiir « = o , /9 = i 



D= 2 



n 



I 





I 
3 





I 
5 


• • • 





I 
3 





I 
5 





• • • 


1 
3 





I 
5 





I 
7 


• • • 


• 


• 


• 


« 


• 


• • • 



= 2 





I 


I 


I 


i 


I 


2 


3 


4 


• • • 

n 


1 


I 


I 


I 


I 


2 


3 


4 


5 


• • • 

n+ I 


I 


I 


I 


I 


I 


3 


4 


5 


6 


• • • 

W4-2 


• 

I 


• 

I 


• 
I 

»1+2 


• 

I 


• • • • 

I 


n 


n+ I 


n + 3 


• • • 

2W — I 
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Uin nun D zu berechnen, entwickeln wir die ganze rationale Func- 
tioii f{x) in eine iiach Legendre^schon Polynomen X^ fortschreitende Reihe. 
Wegeii 

o;"' = c,X„ + c:Xn-. + . . . + C^Xo, 

wo 

I tn 

C-, — 



I . 3 . 5 . . . (2in— I) 
ist, erhalten wir 

urid mit Hilfe der Formeln 



+ 1 4-1 



fXldx == — V- ' fX,„X,(ix = o 

J "* 2m + I c/ "* * 



2m + I 



iin^k) 



folgt somit 

WO 

» 

^3 ^^^ ^«— l^'l "T ^'n-2^'2 I ^n— 3^'8» 



gesetzt ist. Auf Grund dieser Darstellung als Summe von Quadraten 
linearer Formen gewinnt nian fftr die Discriminante D den Werth 

2" 

1 . 3 . 5 . .. (2n — i)^ " ^ 

_ ^, { p-12"-^ . . . (n — 2)^(n — ly}' 

2«' 

und hierin ist die rechte Seite genau identisch mit -— , wo A denjenigen 
Werth bedeutet, welchen ich in meiner Abhandlung Vber die Discriminante 



158 



David Ililbcrt. 



der im Endlichen abbrechenden hypergeometrisclien Reihe^ fQr die Discriminante 
des elner gewissen linearen Transformation unterworfenen Legendre^schen 
Polynoins w^" Grades erhalten habe. Unter Berttcksichtigung der oben 
för D aufgestellten Formel folgt hieraus das Resultat 

1 
Die Discriminante der quadratischen Form I f^{x)dx hat den Werth 



u 



1 


I 


I 


2 


3 


I 


I 


I 


2 


•^ 
J 


4 


I 


1 


I 


3 


4 


S 


• 


• 


• 


I 


I 


1 

I 



I 
n 

I 



n + I 



71 + 2 



{l'^'->2"--^..(ii,— 2)-'(u— I)'} 



n 7i + I Vi- + 2 



2n 



j2n-I 2-2«-2 ^ ^ (2U — 2)^{2n — l)» 



und siimmt genan uberein mit dem reciproken Werth der Discriminante der 
Gleichung w^° Grades 

v + (;yc"-' + Q\"-' + . . . + 1 = o, 

deren linke Seite sich durch eine lineare Transformation der Veränderlichen 

f in das Legend re' sche Fohjnom X^ ilberfiihren lass t. 

• 
Wir kehren zu der ursprunglich gesteliten Frage zuruck. Die An- 

wendung *der Stirlingschen Formel liefert, wenn N eine positive Zahl 

bedeutet, die Gleichung 

jV/i + (.V— i)/2 + ... + 2/(.V— i) + ilN='^N'lN — ^N'{i + By), 

wo Sy eine mit wachsendem N verschwindende Zahl bedeutet. Mit Hilfe 
dieser Formel findet man leicht 



Crelle^s Journal, Bd. 103, Ö. 342. 



Eiii Bcitrag zur Theorio des Legend re Vchen Polynonis. 159 

wo s'^ mit wnchsendem w verschwindet, cl. h. 
und folglich 

wo iy„ mit wachsendem n sich der Einhcit nJlhert. 

Nun ist es, einem Satze von H. Minkowski * zufolge, Rtets möglich, 
in einer definiten quadratischon Form die n Verllnderlichen derart als 
ganze Zahlen zu bestirnmen, dass der Werth der quadratischen Form 
kleiner aiisfäUt als das n-fache der n**" Wurzel aus ihrer Discriminante. 
Wird daber die positive Differenz y9 — a kleiner als 4 angenommen, so 
folgt, dass es stets möglich ist, eine ganze rationale Function f{x) mit 
ganzzahligen Coefficienten zu bestimmen, fdr welche der Werth des In- 

tegrals / = f f^{x)dx kleiner ausfällt, als nr/„(- ^j . Da aber 7j'„ = ygy. 



a 



4 



mit wachsendem n sich ebenfalls der liinheit n?Vhert, so erhalten wir das 
Resultat 

Das hitegral ( f'\x)(lx känn einen héliebig Ideinen positiven Werth 



a 



erhalten, wenn man die ganze ganzzahliye Function f{x) gecvjnet wählt, ror- 
ansgesetzf, dass das Integrationsintervall a bis fj kleiner als 4 /s7. 

Königsberg i. Pr. 13. Mllrz 1893. 
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SUR LES VIBRATIONS 
DES CORPS ÉLASTIQUES ISOTROPES 



PAB 

VITO VOLTERRA 

å PISE. 



Introdtiction. 

I. Leg lignes caractéristiques jouent un r61e tres important dnns la 
théorie des équations difFérentielies aux dérivées partielies a deux variables 
indépeiidantes. Leur étude a été développé dans Touvrage de M. Du Bois 
Reymond dont la premiére partie a paru en 1864 et dans un court 
article du méme auteur qui a été publié en 1883. 

Mais des 1860 Riemann dans son mémoire sur la propagation du 
son avait montré Tavantage qu*on peut tirer de la considération des 
lignes caractéristiques dans Vintégration des équations difFérentielies. Les 
idées de Riemann ont été reprises tout réceminent par M. Dakboux qui 
a consacré un chapitre de son ouvrage sur. la théorie des surfaces pour 
les appliquer a une équation qui ofFre le plus grand interét dans la 
physique mathématique et la géométrie. 

Il serait intéressant de généraliser la théorie des caractéristiques aux 
équations ä trois variables indépendantes; mais il parait avantageux de 
faire précéder ä cette extension Tétude approfondie de quelques équations 
particuliéres. Les resultats relatifs ä la généralisation des caractéristiques 
qu'on obtient de la sorte, et les méthodes qu'on est porté ä suivre peuvent 
servir de guide pour une étude générale car ils oflfrent le moyen de 
s'orienter et de trouver son chemin dans un champ tout ä fait nouveau. 

Cest pouTquoi j'ai essayé de généraliser la théorie des caractéristiques 
au cas d'un systéme d'équations difFérentielies aux dérivées partielles 

Ada mathåmaiica. 16. Imprimé le lU avril 1894. 21 
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a trois variables qui se présente dans la physique mathématique. Cest 
le systéme des équations différentielles des vibrations des corps élastiques 
isotropes lorsque les déplacements des points sont indépendants d'une coor- 
donnée. Les mémes équations paraissent dans la théorie des vibrations 
des membranes élastiques. EUes sont les suivantes: 



a 
n 



i^ = « (^' + ^) + (^ - « ) T^\T.■^ Ty) + ^' 

<* \aaj* ' a?/ v ^ ' 



a 

oii les quantités constantes a , b représentent les vélocités de propagation 
des ondes transversales et longitudinales. 

2. Si nous concevons que x ^ y , t soient les coordonnées cartésiennes 
d'un point de l'espace nous pourrons borner nos considérations a un 
espace a trois dimensions. Quels sont maintenant les elements qui jouent 
dans ce cas le méme röle que les lignes caractéristiques dans les équa- 
tions a deux variables? Prenons pour sommet un point quelconque de 
Tespace et conduisons deux cönes de revolution dont Vaxe soit paralléle 
a Taxe t et dont les ouvertures soient 2arctga, 2 aretgft. Ces c6nes 
jouent le role de cones caractéristiques. Je donne dans ce mémoire les 
formules par lesquelles on peut calculer les valeurs des fonctions in- 
connues au sommet des cones lorsqu'on connait les valeurs des mémes 
fonctions et de leurs dérivées sur des surfaces quelconques limitées par 
une näppe ou par les deux näppes de ces cönes. 

3. En particularisant les formules on peut en obtenir d*autres qui 
ont une application directe en physique mathématique. 

Il est connu que la conception du principe de Huyghens a présenté 
beaucoup de difficultés jusqu'a ce que Kirchhoff donna sa formule 
qui présenté ce principe sous une forme rigoureuse et générale. Pour 
les ondes cylindriques on ne connaissait pas la formule correspondante, 
car on ne pouvait pas la trouver en employant une méthode tout ä fait 
semblable a celle suivie par Kirchhoff. En effet j'ai montré dans T Art. 



Sur les vibrations des corps <5lastiqucs isotropcs. 



103 



jjéme q^^ dans le cas des ondes cylindriques les intégrales qui ont la 
forme de ceux dont Kikciihoff a fait usage, sont polydronies, cest a dire 
présentent la méine particularité que j'ai observéc pour les intégrales de 
Lame relatives aux équations de la double réfraction/ Pour eniployer 
la méthode Green-Kirchhoff il faudrait alors modifier Tespace par des 
coupures, et Von trouverait des resultats fort difFérents de ceux qu'on 
voudrait obtenir. 

Au contraire, en particularisant les formules générales dont jai parlé 
dans le paragraphe précédent, on peut trouver sous trois forrnes diffé- 
rentes Texpression mathérnatique du principe de Huyghens pour les ondes 
cylindriques. Lorsque les vibrations sont harmoniques Tune d'elle se réduit 
a celle qui a été trouvée par M. Webek dans son mémoire sur Téquation 
Aw + k^u = o, ^ de la raéme fa9on que la formule de Kirchhoff se 
réduit a une autre formule que M. Helmholtz avait donné antérieurement. 

Enfin on peut trouver que les surfaces caractéristiques jouent un 
röle dans une question du calcul des variations et Ton peut trouver par 
lä une application de ces surfaces a la théorie du choc dans un milieu 
élastique. 



Art. i. Les fartnules fondamentales. 

I. Les équations que nous allons étudier sont les suivantes 



(A) 



a 
n 



(B) 



\dz^ ' ayV ^ ^ ^dx\dx ^ dy) ' 



dt' 
[ di* 



ou a , b sont des constantes et lon a 

b > a. 



* A et a luathcmatica, T. 1 6. 
' Math. An na I en, Bd. I. 
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Soient a' , b\ a", b" des nouvelles constantes telles que 



(O 



i' — a» = 6" — o" = //'* — a"*, 



on aura 



(2) 



^3 



«' — a" = J' — i" =*', 



//« 



a» — a"' = ft' — i"''=Ä;', 



et les équations (B) pourront s'écrire 



(B') 













,,,^'v 



= x, 



dt* 



a«' 



3y' 






2. Coinmen9ons par trouvcr la formule fondamentale relative a Téqua- 
tion (A). Rcgardons x y y y t comine les coordonnées cartésiennes des 
points de Tespace et supposons que dans un champ S a trois dimen- 
sions rintégrale w de Téquation (A) soit réguliére. 

Si nous désignons par I le contour du champ 5, on aura, en inté- 
grant par parties, 



(3) 



l.,^s=J.,{^-.'{^. 



W d*W 




dS 




W: 



—-cosnt — al — cos n.r + -— cos w?/ ]al 
\dt \dz ^ dy ^)) 




dt dt \ dX dX dy dy 



oii iVx dénote une nouvelle fonction réguliére dans le champ S, et n 
est la normale a la surface I dirigée vers Tintérieur du champ S. 
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De méme on aura 




dWx 

w 



cosnt — a^l—-cosnx H cosny) uil 



+ 



dt \dx ' dij ^/ / 



/■"(^'-»■iS*+S^'))''^- 



Par suite en posant 



/ v 3'wa ^»/^'w^a , d^wx\ , ^ 

(5) äT ^^^ ^ W ^^^ ^^ "^ äy ^^^ v "" 

/,v ^w;a - q/3m;a , dwx \ tt/ 

(6) — C03 nt — (i \j^ cos ^^ +-^ cos wyj = PF;^ , 



réquation (3) pourra s'écrire 

(C) f{wx Z — wZx)dS = f{w Wx — Wx W)d}:. 

La formule qu'on vient de trouver est la formule fondamentale qu'on 
cherchait. 

3. Nous allons maintenant procéder d'une fa9on analogue pour 
trouver une formule semblable pour le systéme des équations (B). 

u yV j Uxy Vx étant quatre fonctions réguliéres dans le champ S, et 
les deux premiéres étant des intégrales des équations (B), on aura 
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'2 ^/2 



«'') — ) 






rf-S 



= ~ /I "^ [^ ''''' "^ ~ (^' ^ + *" ^) "''' ^^^^ ~ ("' S ~ ''" S '■''' "^] 



/ I a/ ai \ a» "^ ay/ a« \ a// dx) 



dyj dx 



\ awA ay/at; 

) dy '^ dt dt 



3 ^y 
dx 



,,^dn\dvx 



a a — .^ , ^ , 

ay / dx \ dy dx/ dy 



\ a?/ 



du 



\d_vx 



dS. 



Mais la derniére intégrale qui parait dans la formule précédente peut se 
transformer dans Texpression suivante 



/•|«[?l'co.n<-(..g-' + r',^)co,».-(a.gi-«" 



^ — 'j coany 



] 



+ v[ 



dUx 

dt 



cos nt 



v dx 



dVx' 



C08 nx 



-( 






^y 



j COS WJ/J 



dS 



+ 



/{"& 



b^lH^-a'^"' 



9x* 



Sy» 



{b'" 



aara/// 



5 



+K^-»"^ 



6«?!!!^_(6'»_a'«)^'^'^^ 



dy 



dxdy) 



dS, 



Par suite en posant 



(7) 



9jvx 
[ dt* 



»3'«A 



— b''-r^—a 



,a'«A 



3a:' 



dy* 



{b'" 






dy* ^ 'dxdy *' 
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(8) 



r du 

-T COSW/ 

dt 



dV 

— cosn/ 
dt 



\ a« ' at// \ dy dx) ^ ^ 



-( 



^dv ,,3 3w\ 

a rt — 1 coswo? 



9a; 



dyl 



-(»'I + *■■''-;)"-">'=''" 



(9) 



r auA 

dt 

dVx 

I a^ 



cosn/ - (b' y^ + ft"^^") co,nx - (a' '-^ -«"^^) cosny = J7r, 

\ a* ' dy I \ dy dx / '^ * ' 



cos nt 



-{a 



\,idVx 

dx 






co8«a; 



( 



b^Z^^ jy^^^^ 



dVk 

dy 



dx 



jcoswy = V[, 



on aura 



(i>) 



f{u,X + ^;,F-«X,-t;7,}rfS= /{«T7r + ?.F;-«,r/'-^-,F"}^2' 



qui est la deuxiéme formule fondamentale qu'on cherchait. 



Art. 2. Les integral €8 fondamentäles. 

I. Soit ^(r, 6,oy) une intégrale de réquation 



(O 

il est evident que 

(2) 



d^ip d^<p d^<p 



dz* de 



w = ^(± a(/i — O , ^ — ii^, , ?/ — ?/,), 



^ > •''^i j ^1 étant des constantes arbitraires, sera une intégrale de Téquation 
(A) en supposant Z = o. De meme on verifiera aisément que les deux 
systémes de fonctions 

_ d^jajt^ '-t),x — x,,y— y^) 

~ ^y ' 

_ dyjajt^ — t)yx — x^,y — I/J 



(3) 



u 



v 



dx 



(4) 



u = 



d<p(h{t^ — t) ,x — x^,y — yj 



dx 



,, _ ay(/>(/, —t),x — x^,y — y J 



satisferont. aux équations (B) si Ton suppose X = F = o. 
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On pourra donc trouver des intégrales particuliéres des équations 
(A), (B), Xj Y j Z étant nuls, en intégrant Téquation (i). 

2. Soit 



on aura tout de suite deux intégrales de Téquatlon (i) 

(5) 9>o = ^^SPf 

(6) 0^ = T\ogp. 

Mais considérons les intégrales de Téquation (i) qui ont la forme 

- • 

oii 

P 
Uéquation (i) alors se transforme dans la suivante 

d\\ — ö')^" + 0{2n — d^)ip* + n(ft — i)(l) = o. 

Examinons les deux oas qui se présentent lorsque n = o, n = i. 
Dans le premier cas on trouvera Tintégrale 

^, = log [d + yl¥^:~,) 

qui sera réel si ö > i , ou Tautre 

^2 = are sin + const. 

qui sera réel si |ö| < i. 

Dans Tautre cas on aura Tintégrale 



6 
si ö > I, ou 



n=^^^ + log(<?-v/^^^^) 



'/-• = ^' ^ ^ + are sin 6 



si lö < I. 



Sur les vibratiooH des corps élastiqucs isotropes. 



U50 



Dans töas les cas on prendra les radicaux avec leur valeur absolue. 
On tire de la les intégrales suivantes de 1'équation (i) 

fl = log {d + ,j¥^^), 



^' = Å^-^ + ^og{e-^¥^^)\ 



qui seront réels si ö > i , et 



if^ = are sin dy 



02 = T^y^ h are sin oY 



qui seront réels si \0\ < i . 

3. Nous allons maintenant ehereher les intégrales de Téquation (i) 
qui ont la forme 

dans le cas < i. L'équation (i) se transforme aisément dans Vautre 



{0\i — d')r + 0(2n — 6')r + n(n — i)f + 20'/) 
+ logp{0\i - ^V + ^(2^^ — <?V + w(^ — O/) = o, 



d'ou Ton déduit 



(7) 



<?«(, _ <?»)/■" 4- <?(2w _ (?»)/•' + n{n — i)f+ 20Y = o. 



Supposons maintenant n = o. En s'appuyant sur les resultats précédents 
on pourra prendre pour intégrale de la premiére équation 

X^ =■- are sin 

et par suite en intégrant l'autre on trouvera pour /", 



/; = f\og(i—0')-JL^. 



Äcta mathematiea. 18. Iinprimé le 19 avril 1894. 
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.En ajoutant a /J^ + ^^SP-Xo li^tégrale ^^ apres Tavoir inultipliée par 
une constante, on trouvera 



/dff 
log (i — d^) -— ^ + log/? . (are sin d + &) 

o 

qui sera une nouvelle intégrale de 1'équation (i). Les quantités c , & 
qui paraissent dans la formule précédente sont deux constantes arbitraires. 
Faisons maintenant n = i dans les équations (7). Pour intégrale de 
la premiére équation on pourra prendre * 



X^ =^ h arcsinö 



et en intégrant la seconde on aura 



A--/^'iog(,-* 



En formant Texpression 



nous aurons 



Ö>3 = r\ c— ^^^iIZlog(I - 0')dd + log/, [^l^-j-^ + arcsin^ + c') 

qui sera la derniére des intégrales de Téquation (i) dont nous nous ser- 
virons. 

4. Employons maintenant la formule (2); en l'appliquant aux trois 
intégrales f?i , j^^ , f?3 on trouvera 

w .«, = log (± ^^ + v/3^^^^^.> 

(8') M^2 = are sm-^^ '- + c, 



«a 



(8") w, = c + riog(i _<?«)_£=+ logr(arc8in^LA)+ c'), 
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oii Ton a pose pour simplifier 



0. 



_a(t-K) 



r = y/(x — x,y + (y-y,y 



Dans la premiére intégrale nous prendrons le signe supérieur lorsque 
t^ > ty et nous prendrons le signe inférieur si t^ < t. 

5. Appliquons enfin les formules (3), (4) aux intégrales 0^j0^j0^\ 
on aura: 

en partant de 0^: 



(9) 



Mj =■- 



V, 



R 



r(y-yO = 



^{x — x,) 



Ka • 

— Sin ö> , 



R 



COSO> 



(10) 



u, = 



v, = 






— COSCDf 



Rb . 

— sm ö> , 



en partant de 0^: 



('0 



«*» = 



^'3 = 



p. . 



zriy — Vi)^ -^sino) 



t(« — *i) = 



COSfO, 



(^2) 



<*4 = 



V, = 






P» 

— cos <w , 



P6 . 

— sin £0 , 



en partant de 0^ : 



(•3) 



«. = ir(y — yi) = 



f , = 



^(^-^.) 



— sin a> , 
r 

Qa 
cos (O , 

r 
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(14) 



U, = 



^6 



^-(a; — X,) = — cos<w, 

Qb / \ Qb ' 



oii Von a pose pour simplifier 



(15) 



Qa = ^a log 



V — o'(f — <, )' 



er 



j + «(^ — <,)(urc sin 



:„«(<-'.) 



Ä„ = v/«'(<. — O' - »•% ^» = y/r'-a%—ty, 

ft = P. ,„g ( -• - ^;^ - '■' -) + s« - o(«c .i„ 5ä^ + c), 



•R» = yjb\t,—ty — r\ 



yjr' - b\t, - ty. 



COSCO = 



'- , sm ö> = ^^^ ^ 

r r 



Art. 3. Calcul des quafttités conjuguées aux intégrales 

fondatnentaZes. 

I . Nous appellerons quantités conjuguées a w^j u^^ v^ les fonctions 
Wx , IT/ y V[ que nous avons introduites dans le premier artide. Il faut 
maintenant les calculer pour les intégrales fondamentales que nous avons 
trouvées dans Tarticle précédent. 

Ce calcul ne présente pas de difficultés. Nous en donnerons ici les 
resultats 



(O 



(2) 



(3) 



w, 



, = +-^(cosn^ — a'- 



t. —t 



cos nr 



TF, = 



)• 

p-fcosni + ^^ ^ cos wrj, 



a 



W, =jr^og 



t— t. 



» F 



^ 1 1 C08 «< + a cos nr 



■) 



oCOS irr / . a(l — /,) , , 

a — ; — (are sin + ^ 
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oii Ton a pose 



C08W/* = cosnojcosö) + cos ny sm w. 



2. Les expressions de U^ , V[ sont les sui vantes 



(4) 



I = ^ 



I 



a 



,t,-t 



C08 nt sin co + - (ö^^ + ^*"^) ^os w// + - k''p 



fc' 



f; = 



t 



o' -^ — cos nt C08 ö> («' + «'*) fos «a; k'a 

r 2^ ' 2 



Ti ^' n 



w = 



(5) 



— ft»-'-- 



cos w< cos ö) + - (ft' + 6"') cos wa; + - k"a 
[ FJ = jj- — i' ^F-' cos w< sin o, + -^ (6» + h' ') cos «y + ^ A'/9 



+ -R»;:? a. 



fc' 



(6) 



'U" = 



F' = 



^-1 



t— t 



r=r\ a 



- cos nt sin w + - (^^ + «"*) cos ny + - ÄJ"y9 



I 

Va 



— a* ^ cos nt cos ö> (^^ + «"*) cos no; k' a 






(7) 



77" = !. 



>^: = 



b^ ^ cosw^ cosö> + - (^^ + ^"^) cosw^-c + - k"oL 



h^ ' cos nt sin 0; + - (6* + 6'^) cos wy + - ä;'/9 



I 
2 



I 
2 



+ ^6 I« « > 
T 



+ ^»^y?, 



oii nous avons pose 



(8) 



a = cosn.T cos 2<o + oosny sin 2to, 
P = cosnx sin 2<w — cos n^ cos 2ä>. 



3. Pour obtenir U'g,' , V^ , U^' , V^, posons 
(9) i¥„ = log ^ -^'-, M, = log ^^ i^ 



(9') 



JV„ = are sin— ^^ + c, 



iVft = are sin -^^ + c; 

T 
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on aura (voir form. (15) art. 2) 



(10) 






et par suite 



('0 



K' = 



6 



Ma 



a 



t — t 



- sin O) cos nt (a^ + ^"^) c^s ny k"p 



+ -N,sina)CO&nt + Qa-^P, 



r.= 



M. 



6 



a 



t — t 



- cos O) cos nt + - (a' + a'^) cos wrr + - k' a 



- N^ cosw cosnt — Qa-iOLf 



(12) 



W = 



Mt 



6 



h^ cos O) cosnf (6^ + ft"') cosnrr ft"a 



+ - iV^ cos ö> cos w/ + Öd -T a> 
I* I* 



M^ 



^ P 



— 6' — ^ sin w cos n< (6^ + b'^) cos wy k'^ 



+ -N^ sin ö> cos n< + ^é -| y9. 



Art. 4. Valeurs des intégrales fondamentales et des quantUés 

conjtigtiées sur des surfaces spéciales. 

I. Conduisons (voir fig. i) par un point quelconque aJj , y, , ^1 un 
cöne de revolution A ayant Taxe paralléle ä Taxe t et dont Touverture 
soit 2A; conduisons ensuite un cylindre de revolution G ayant le méme 
axe que le cöne et dont le rayon soit e; et enfin un plan T passant par 
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(^1 j Vi ) h) ^* perpeiidiculaire a Taxe t, Nous allons calculer les valeurs 
des intégrales fondamenteles et de leurs conjuguées sur ces surfaces. 

Fig. I. 




2. Désignonö' par /Ij la näppe du cöne dont les points ont une 
coordonnée / < ^^ et par A^ Tautre; prenons la normale n a cette surface 
dirigée extérieurement au cöne. On aura alors 

co8W< = + sin A, 



(O 



COS VX= COS A COS (O , 



cos ny 
COS nr 



L 



t 



COS A sin (O, 
ros A, 

+ cotgA, 



oii le signe supérieur est relatif ä la näppe /Ij et Pinférieur a la näppe 
ylj. On tire de la inimédiatement les valeurs cherchées sur le cöne A. 
EUes sont les suivantes: 



(2) ^^.. = iog(tr^+\/t^7-0' 



(2) TF,.,= — — ^a»-tg'^, 



(3) w,..! = + are sin -^ + c, 



tgÅ 



/ /\ Tjr . ^ C08 A , 

(3') W^,,.. = + —— x/t?T^ a', 
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tgA 



(4) 



w 



8,/f 



= ^+ Mog(i —0')-==+ logr.(+ arc8in^+ c') 



(40 ^M = ±^-^V-^,log(K-tå^)) 



(5) 



(50 



(6) 



(6') 



(7) 



(7') 



a 



cos Å I 



(+arc8in^-f^+c'), 



u 



1,J 



?^ 



1,.1 






I COB CO , 






F' — 



. / a* k . 

V 7~rT — I — cos A Sin ö> , 



fc' 



y 7— TT — ^ l~ ^^s A cos ö; , 



tg^A 



^»'^ = \/t^ 



tg'A 



I cos CO , 



f^;:. 






fc* fe' 

^1-^ — I — cosAcosö), 

tg / r 



f: 



2.A 



t« 



3,. I 



I Ha 



u',:, = 



'^i.A — 



v/ 



6* Ä:' 

, -TT — I — cos A sin ö> , 
tg / ^ 



a 



^-ti^^^"**' 



a' 



I T-TT COS (O 

tg»A 



a* fe' 

I — T— i-r — cos A sin CO, 

tg»Ar 



-s^ 



a' k' 



tg'År 



cos A cos O) , 



(8) 



(8') 
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«*-' = V'-tÄ'^ 



cosa>, 






6* k' 

^ r-TT — C08 A COS (O , 

tg / r 



6' fc' 
I — T— 5-T — C08 A sin ö> , 



(9) 



(9') 



(lO) 



('O') 



»t,A = 



v,,.1 = 



^ sin a> , 



Qa.A 

^COSö», 

r 



U" . 



v: 



6,1 



= r± ; N.^A sin A + ^ ^, ,, cos a] sin w , 
= — I ± ; -ZV«,.i sin A + 'i ^,,.1 coä'A cos w , 



«<6,.4 = 



e». 



1 



cosa> 



^».-1 „:. 






± ; -^6.1 si" ^ + ,f. Ö»..f cos aJ cos to , 



r '' k' I 

>^6,.( = ± -K.A sin A + -i Q,__, cos A sin w, 






GU 1 on a 



('■) 






/Ir/a mathemntiea . IS Tinprim^ I<> 11 niai Ififil. 



a 



tg'A 




+ '"trA( 



a \ 

are sin - — : + c , 



tg' ; 







are Pirij— , + ej, 



tg/ 



28 
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(12) 



a 



K,A = + are sin — -. + c, 



tg>} 



^M = + *^^^'"tg^+ ^• 



Il est evident que les valeurs de w;,,^ , TT,,^ , w,,^ , v,,^ , J7;;.4 , V^^ 
seront reelles si tgA < «, tandis que les valeurs de w;2,^ > ^2,yf 5*^8,^? ^«,^, 
Ws.j , t;»,^ , C/;;^ , F;,^ , u,^^ , v,,^ , C/;;^ , F;,^ seront réelles si tgA > a. 

De niéme il faut que tgA < 6, afin que u^^^ , Vj ^ , i72',^ , FJ,, soient 
réelles, et il faut au contraire qu'on ait tgA>&, afin que u^^^yV^^^^j 
U[\a , F;^ , We,.< , ^6,^ , C^M ' ^6.1 SP^^"* réelles. 

3. On tire de Ik que sur le plan T on aura des valeurs réelles 
pour w;2,^ > w;,,^, Wa,, , Vfi^j, t*e^.^ , t;e,4, et pour leurs quantités conjuguées. 

Pour les trouver il suffira de prendre A = - . On aura alors 



(u) 



w^j. = c, 



in') 



r 



2,T 



(H) 



M'8.r= c + c'logr, 



a 



(14') TF3,,= ±^logr, 



(15) 



^5.T = 



loff r — I . 

— ^ siuö;, 



log r — I 



cosco, 



(15') 






F = 



. ac . 

H sm ö> , 

r 



ac 

H cos €o , 

r 



(16) 



log r — I 



We.r = — — COS CO, 



^6, T» — 



loff r — I . 
—^ sm (O , 



(1 60 



&c 



C^,V= +--cosö>, 



T7> I ^'^ • 



Il est evident par la maniére dont ces valeurs ont été trouvées 
quon devra prendre le signe supérieur si la normale au plan T a la 
méme direction que Taxe t, et qu'on devra prendre le signe inférieur 
lorsque la normale au plan T aura la direction contraire. 



4. Il nous faut maintenant déterminer les valeurs des intégrales 
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fondainentales et de leurs conjugiiées sur le cylindre G. Prenons la nor- 
male dirigée extérieurement au cylindre, on aura alors 



cosn^ = o, 

008 »iC = 008 ö>, 

cosn^ = 8inö>, 
008 wr = I, 

r = e. 



et par suite les valeurs cherohées sur le oy lind re seront: 



(17) 



(17') 



(1 8) 



(1 8') 



i I /_L«(<, -O ■ t AU -O' \ 

M'..c-= iog(+ \ +y \, — ij 



«'».c = 



are 8in — ^ + c, 



a(l-l,) 



W»,c = 



- C 



+j^log(i-0^^= + loge( 



. a{t — L) 

aro sm — ^^ 



e 



+ c'), 



Pr,.c = + 



a' 



t —t 



V^-o'-^. 



w,,. 



a 



t— t. 



W,,a 



v/e' - «•(< - <.)• ' « 



-7( 



are sin — ^ 



e 



+ '% 



«1,C = 



Vl,C = 



yja\t,—ty — e* . 



s/a'(<, - O' - e* 



8ino>, 



008 ö>, 









a^siuoi , i,,\/a^lt, — /)' — e* . 

s/a% - ty - e' ^ ^ 

— a' C08 (D , , \/a*(<, — ty — e' 
- — k - — ^-^ — ^ 008 ro, 
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(19) 



«».c = 



V6'(/.-0'-e' 



cosco, 



l^i.C 



= - — — sinä>, 



('9') 



U'„'^ = . ^'-"--^ + k" ÖlZiO:^!' cos ., 



J.C 



V6'(<, - O' - e' 



n, = . ./^^°r ^ + k' ÄjziTzii^in o,, 



^h%-ty-e' 



(20) 



«8,C = 



■5: ^-! i- sm ö), 



Vs,c = 



_ v/e*-a'(<.-0' 



COSö> 



(20') 






sm to 



» 



_., rt cos (O , 

F;r= == — k 

s/e'- «'(< - <.)• 



,v/e'-a'(<-g' 
i '- cos o; 



(2.) 



w 



4, c 



I ^4.C 



-^^ — cos CD , 



-5^ ^-5 8in O) j 



{2^') 



U" = 



+ k i cos (O , 



^e'-h\t-f,) 



V — 



h^ Sin (O 



V'e' ■ /)'(< - tj 



+ k- 5 i-8m<w, 



(2 2) 



"i,C = 



Qa.C ■ 

— - Sin (O, 



Q-.. 



C 



V^^^, = COS (O , 



(22') 



(23) 



(23') 



ou 



(24) 
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c sinä>, 



O , f O, c C08 ä> , 



'(< - <.) 



{/ 



Qo, 



■«,c 



COSCt), 



v«,c = -^ sm ö> , 



ih,c 



F; e = f — i* ^=Ä^ + ^ (?» c") sin ä> , 



^«,c7 = log Z ' 
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Q,.c= V«'-a'(<-^)* log (*-l-^-^j + a(<-<,)(arc8in 



. a(t-t,) , ^ 



+ c) 



(24') 



M»,c = log ^^ 1^ , 



06.0= v'e'-«''(<-'.)' log ( 



e'-b\t-t,)' 



et 



\ + Ä(< — ^i)(arc sin 



:„«-('-<.) 



6 



+ C) 



Art. 5. Applications des resultats précédents ä Véquation (A). 

Premier cas. 

I. Employoiis la formule (C) du premier artide en prenant le 
champ S de la maniére suivante. Conduisons le cöne A tel que 
A<arctga, et par une surface a limitons dans son intérieur une partie 
contiguö au sommet. Retranchons enfin du solide ainsi formé, la partie 
intérieure au cylindre C. Le contour S du champ S qu'on vient de 
définir sera fonné do parties du cöne, du cylindre, et de la surface a 
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que nous appellerons respectivement yl', C, a\ Deux cas pourront se 
presenter: ou tout point de S aura une coordonnée <<^,, ou Ton aura au 
contraire <><j. Les tigures 2, 3 représentent les sections des solides 



Fig. 2. 



Fig. 3. 



I 



^A 





obtenues dans les deux cas par un plan paralléle a Taxe t conduit par 
le point x^y^ty 

2. Observons maintenant que dans Tintérieur de Tespace S la fonc- 
tion w^ (voir artide 2) est réguliére; par suite on pourra substituer dans 
la formule (C) du premier artide w^ ä w;;^) et en remarquant que Zj = o, 
on aura 



(O 



fw.ZdS =f{wW, — w, W)dl. 



il'+(r+a' 



Lorsqu'on fait Tintégration sur yl', on doit prendre la normale dirigée 
vers Tintérieur du cöne. Par suite sur yl' on aura 

Wi = tö,^^, Wi = — ^1,^' (Voir artide 4.) 

Au contraire sur C on devra prendre 

^1 = ^i,c9 ^\ = 1^1,(7 • (Voir artide 4). 



Observons enfin que sur yl' on aura 



dl = 



rdtd 



(O 



QOSX 
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et sur (7, 



dS = edtdto] 



la formule (i) 8'écrira donc 



fw.ZdS =f{wW, — w, W)da— f{wW,^, + w,,,W) 

Sa J 



rdtdw 
cos^ 



A' 






Si Ton fait croltre A ju8qu'a ce qu'on ait A= arctga, on trouvera 
Wi^^f = u;,^j = o (artide 4, formules (2), (2')), et par suite Téquation pré- 
cédente deviendra 

fw.ZdS =f{wW, — w^ W)d& — ef{wW,^c—tv^^cW)dtdw, 

8 a C 

Diminuons indéfiniment s, on aura (voir artide 4, formule (17), (17')) 

lim ew^^Q = o, lim sTF, e = ± a^ 

Pig. 4. 



\ 

\ 



/ ^ 



Af''^' 



\a^ 





x^U 



Si nous appelons donc (voir fig. 4, 5) S^ Tespace renfermé entré le c6ne 
yl^"^ dont 1'ouverture est 2 arctga et la surface ö*, et que nous désignions 
par a^ la partie de g intérieure au cöne, on aura 

fw.ZdS =f{wW, —w, W)da, ± a\ 27rfwdt, 



au 



t^ étant la coordonnée / du point oii la lignc x = x^, V =^ Vi rencontre 
la surface tr. Dérivons par rapport ä t^ Téquation précédente. Nous 
obtiendrons 

(2) w{T^ . y, , t,) ^ + i-_i_y(«,Tr, - w, W)da^±l-^^,fw,ZdS. 
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Mais (voir artlcle 4, formule (2)) w^ est nul le long du bord de la 
surface (t„ et du cöne qui limite le solide S„; par suite on aura (voir 
artide 2, formule (8)) 



Cm (Ta Oa 



8m Sm 



En substituant pour W^ la valeur trouvée dans Tarticle 3, la formule 
(2) pourra donc s'écrire 

(E) w(x, . y, y t.) = — — - / , — (cofMtt — a^- co& nr]wdaa 



Om 



■ 27:aJ ^'a'(f, _ /)' - r* Zwa^ ^^V, — O' — »•* 



<r« Sm 



Observons maintenant q ne W est connu lorsqu^on donne sur la sur- 
face (T^ les valeur8 des dérivées du premier ordre de w, ou lorsqu'on 
connalt sur cette surface les valeurs de w et de sa dérivée normale. On 
peut donc énoncer le théoréme suivant: 

Lorsquon donne les valeurs de w et de sa dérivée normale le long de 
la surface a^ et quon connait les valeurs de Z dans Vintérieur de S^j on 
peut déterminer la valeur de w au sommet du cöne. 

A Taide de la formule (E) on peut effectivement calculer cette valeur 
par les valeurs données. 



Art. 6. Suite. Deuxiéme cas. 

1. Supposons qu'on ait A>arctga, 2A étant Touverture dil cdne 
A. Limitons par une surface a un champ extérieur au cöne, contigu au 
sommet, et retranchons de ce champ la partie intérieure au cylindre C. 
PartMgcons k* solide ainsi forn^o en denx parties ])ar le plan T, et 
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appellons S* la partie dont lés points ont une coordonnée t < t^; S" 
Tautre partie. Le contour S' de S' sera formé des parties des surfaces 
(TjA^jCyT qu'on désignera respectivement par ö*', /!', C, T. De méme 
on indiquera par rr", /i", C", T" les parties correspondantes du contour 
I" de S". Evidemment les deux surfaces Tj T' coincident, mais on 
devra prendre différemment la direction de la normale sur Tune et sur 
Tautre. (Voir fig. 6.) 

Fig. 6. 




2. Appliquons inaintenant la formule (C) du premier artide aux 
deux champs S', S" en prenant tv, = w^. Nous choisirons pour valeur 



TT 



de la constante C , +- selon que Ton se référe au premier ou au 

deuxiéme champ. Appellons xd^ , xo'^ les valeurs de xc^ dans les deux cas; 
on aura 

+ ef{wWi,c — W3,cW)d(odt +f{wW,,r — w',,j.^rdrd(o, 



fw','ZdS" r^J[{wW,-w','W)da' +f{tvW,„,- w-,Wf-^ 

+ ef{xjoW^^c — '^'^\cW)d(odt +f{xvWi^r — w',[rW)rdrdQ). 

Si X diminue jusqu'a ce qu'il devient egal a are tga, i(;J , , m?J'i, W^^i 
deviennent nuls (voir artide 4, formules (3), (3')), par suite les deuxiémes 



Ada mathematiea. 18. _Impriiné lo 1 juin 1894. 



24 



186 Vito Volterra. 



termes des seconds membres disparaissent des équations précédentes. De 
plus les troisiémes termes tendent vers zéro si e diminue indéiiniment 
(artide 4, formules (17), (17')) on aura donc a la liinite 

(i) fw',ZdS' =f{wW, — wiW)da' +f{w^\r — w',^rW)rdrda)y 



r 



(2) fwi'ZdS''=f{wW,—tv','J\')dtT'' +f{wW,,r — w'^[rW)rdrda), 

ou T', T" dénotent T ^ T" prolongés jusqu^au point x^y^t^. 

Prenant garde aux directions des normales ä T' et a T' et aux 
formules (13), (13') de Tarticle 4, on aura 

fitvW^^r — w!iTW)rdrd(o +J{yo^\\^r w'^[j,W)r dr dco = tt j ^^rdrdca 

r r r 

r 

par suite en ajoutant membre a membre les deux équations (i), (2) 
on trouvera 

ftv',ZdS' +fw'^Zd8" ^f{wW, — w',W)da' +f{wW, — tvi'W)da'' 

g g' <f o" 

+ ^ / z^Tdrdo). 






r 



Appellons 8a Tespace renfermé entré le c6ne A^""^ dont Touverture est 
2 are tg a et la surface a^ et désignons par a^ y la partie de c extérieure 
au cöne. 

La formule précédente pourra s'écrire 

(3) Jarc sin ^^^^ . Zds. + IfZdS' - IfZdS" 



Sm 



= I ^(cosn^ + ö'* — ^ cos nr jw — are sin ^^^ .W 



d?^ 



a» 



'^fWdir'+\fWdo" + Ttj^^rdrdto. 

a c" *.' 
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Il suffit pour le voir d'avoir égard aux formules (2) de Tarticle 3 et aux 
formules (8') de Tarticle 2. Uéquation qu'on vient d'écrire est vraie pour 
toute valeur de t^ On peut donc la dériver par rapport ä eette variable. 
Remarquong que 

d rdW j j fdW . dl , rd*W , j 

nj W"""'' "J n'^'^--^-, +J W*'^' 

t ' r 

I étant la ligne dlntersection de la surface a avec le plan T. 
D'ailleurs on a 

1. Tarc sin "tl^^ Zds^ + - fZelS' ~ CZdS'' 



s» 



= — / ^ ZdSa + TtfZrdrdio, 



£U 



9t^\J \Pa\ 



' C08 nr ]w — are sin — ^ W 



p- icosnt -\ ^ -cosnr) 



d(T„ 



Ca 



— ^fWd<r'-^fWda" 



Jj* 



= rr / -^ (coant +— -cos nr] wd^a + / ^.Wda, — tt i W — zxz' 

dt,J P«\ r / J Pa J sin itn) 

Par suite la dérivation de Téquation (3) par rapport a t^ nous conduira 
a la formule suivante: 

— I ^ ZdSa + nJZrdrdcD = ^ i Y (^^^^^ + -co^nAwda^ 



Sa 



Oa 



+ I -^ Wda^ — TT i W — 3C + TT I :^co&nt z:c: + tt i ^rdrdo). 

J P- J 8in(/n) J ^^ 8iu(/ii) J ^^ 



trm 
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Mais (voir artide i, formule (5)) 



in (tn) \ 



sin {tn) 



W + — cos nt 



)2 /dw cos nz . dw cos ny\ 
\dz sin nt dy sin nt / 

+ -cosi;yj = 



al — 008 VÄJ 



av 



v étant la normale ä la ligne I située dans le plan T et dirigée vers 
rintérieur de T; et (voir formule (A)) 



a 
dt 






Par suite 



\S^k 



l/^fccs «,+"•('-'.' 



y^Q.o?:nr\wda^ + f -p- Wdtr„ + i yZda, 



Ca 



= — Tta 



!'£<"+ m^'^y^ 



Le dernier membre est nul par le théoréme de Green, on a donc 



(F) 



o = -r- / cosnt A — ^^ ^ coswr ]wd(r. 



Oa 






Oa 



c'est a dire: 

Entré les valeurs de w et de ses dérivées du premier or dre le long de 
la surface ~a^ et les valeurs de Z dans Vintérieur de 8^ a lieu la relation 
exprimée par la formule (F). (Voir fig. 7.) 



3. Tåchons maintenant d'exprimer la valeur de w dans le point 
rTj , 2/1 , <, par les valeurs de m; et de W sur ä^ et celles de Z dans ^^. 
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A cet effet, nous appliquerons la formule (A) du premier artide en 
prenant w^ = w^ avec 



1 
= ± ? = ± flogU — <?*) , ^^ 



TZ 



C'=±\, 



Fig. 7- 




V-/ / 



^ 






'y avjÄ^v Sfn, 




/ \ 

/ \ 



/^' 



selon que Ton se référe au premier ou au second champ. Nous appelle- 
rons t(;3 , m;^', TTJ , WJ' les valeurs de x^^^ W^ dans les deux oas. Nous 
aurons donc 



3- a A' 



rdtdo) 
cos^ 



+ ef{wW\c - w',,cW)dtd<o +f{wW;^r — tv;,rW)rdrd<o, 



fw-ZdS" ^fiwW,' — w','W)da" +f{wW',:, — <,T^ 

5" a J" 



rdtd 



10 



cobX 



c r 



Si Ton fait diminuer X jusquä ce que Ton ait A = arctga, les deuxiémes 
termes des seconds membres des équations précédentes tendent vers zéro, 
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et méme les avant-derniers termes sannulent si e diminuc indéfinimcnt. 
A la limite on aura 

(4) jw\ZdS =f{wW', — w',W)diT' +f{wW,,r — wlrW)rdrda), 



(5) fw','ZdS'' = f{w W,' — w'^ W) da" + Jiyo W^r — Kr ^) rdrdo) . 

o a 2»' 



Remarquons maintenant que 

t 

f{w TF3.V' — Kr ^V) rdrdo) = / iv-^ log r + ^^ + ? log r) ^1 rdrdw , 

r J 



r 



par suite en ajoutant membre a inembre les deux équations (4), (5), 
on trouvera 

fiv',ZdS +fw's'ZdS" =f{wW, — w',W)d(/ + /{wW',' — w','W)d(/' 



+ 2 



j(q+l\ogry^rdrdw. 



Substituons po ur <<^3 , Wg' , WJ , WJ' les valeurs qu'on tire de la for- 
mule (8") de Tarticle 2 et de la formule (3) de Tarticle 3. En posant 
pour simplifier 



f{x) = f\og{i-e') 



de 



^1-0* 
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1K)U8 aarons 




K 



Mt - 1,) 



) + log r are sin — Zds, 



+ / (? +^log*') 



ZdS' 



•j (y+?logr) 



ZdS" 



wM 



r^-aXt-tJ 



\ I C08 nt'\'a^ ^ cos nr\ —a' 



cosnr . ait — t.) 

are Sin —^^ \w 



']' 



a» 



[/•(^A)) + log . . are sin ^^i^^] T^j dh. 



a*- 

2 



fu;t^'d^-fu;'-^'d^' 



f{q +llogr)wda' -f(q + flogr) Wd<r" 



Itf' 



o'' 



+ 2 



j (? + f log r) 



n 



rdrdo). 



Dérivons par rapport ä t. Par un calcul fort semblable å celui qu*on 
a fait dans Tarticle précédent, on trouvera 



-J±\og (tzi^^L-lI^^ZdS. + 2j{q + l\ogr)Zrdrda, 



=/^ 



8, 

cosnr 



rP, 



vJdTff. + Tr hö 



jt, Jy. ^°g c "? ''O H "' + ** 



,<-«, 



cos nr )wdä. 






Cm 



Cm 



+y|.log ( -' - '^y - '') Wda. - na^J 



3 log r dl 



dn sin (^n) 



j (ff+flogr) 



wJ^. + 2 



sin (<n) 



/ (? +-2^ogry^rdrdw 



+ 2 



j (j+^logr) 



9ii; . dl 

— - cos Wf -: 
dt 



s\n{tn) 
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Examinons la somme des termes du second meinbre oii paraissent 
les intégrales étendues sur la ligne L Elle peut s'écrire 

J dn sin(^«) ' J Y * 2 ^ /\dt / am{tn) 



= — Tra^ I w 



dlogr 



dn BIU 



m {tn) ' J Y ^ 2 ^ J dv 



= ^a'J(\ogr^^-w^-^)dl + 2a'qp^dL 



On trouve par suite 



Ta» cos nr ,- , 9 Ta, /r' — a\t — Ly\ ( 

J -7P-- «'^''- + nj K^^S ( -,— ^ j( 



— j I COS nt + a ^*- cos nrjwaäa 



a» 



Om 



+ 



f^,.,(t^^a)^^^, +/^i«g(n^^^')«. 



a* 



iS. 



= -2y'(? + flogr)(?^ 



ZjrdrdcD 






<;; 



20'} 



J W"^df) 



rdrdo) + 



J 9u 



dl 



itd*\ 



/ (^ + i^) ^°s ** • *''^*"''«' + / (^°s »• • ^ 



m; 



3lo^r 



91/ 



) 



rf/ 



Mais le théoréme de Green nous dit que des deux termes du second 
membre le premier est nul et le second est egal a — 27:^a^w{x^y^t^). Nous 
aurons donc la formule 
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coa nr ,- 



^^ J ryjr* — a 



'{i-t.y 



" 



— -— ,— — - / log I ^— I ( cos ni + rt cos nr ) waa^ 



Oa 






Oa 



1 r I , /r' — ci\t~Ly\^.- 



2 



6V//e formule fatt connaitre la valeur de w (.r, , y^ , t^) lorsque sont 
données les valeurs de w et de ses dérivées du premier ordre sur la surface 
~a^ et celles de Z dans Vespace Sa- 



Art. 7. Application des formules fondamentales aux équations (B). 

Premier caa. 

I. Faisons dans la formule (D) du premier artide WA = Wi,rp=^»i 
(voir article 2) et définissons le champ 5 de la méme fa9on que nous 
avons ftiit dans le premier paragraphe du 5^"*^ article. 

En remarquant que X^ = Y^ = o, on aura 

fiii^X + v^ Y)dS =f{uU[' + vV\ ~ u,U - v,r')dl\ 



a-{-A'+C 



Si Å devient egal a are tg « , Tj'^ , Fj^^j , ?f,^^ , i',^^i deviemient nuls, par 
suite dans cette hypothése Téquation précédente pourra s'écrire 

(i) f{u,X + v^ Y)dS: =f{ulJ\' + vV[ — u,U—v,r')d}:, 

^a ) ^a y ^a désignant S ^ a\ C lorsque X = arctga. 
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En posant pour simplifier 



(2) ä; = / 1^ [(- a^^^^-^cosht sin ö) + ^ (a* + o"') coswy +lky\u 

9 

(Ta 

— ia^ ^^— — cos«/ coscy (öt' + a'^)QO^nx k'a\v 



na 



— — (C/^sincy— F'cosa>) 



d^ay 



t • 



on pourra ecrire 



f{ulJ\' + vV\ — ti.U - vj")da'„ = ii; + f^{k"^u — k'w)(la'a. 

o» «/ 



Oa 



En prenant garde aux formules (18), (18') de Tarticle 4, on aura 



V J yja\t, - ty - e'^ ^ 

c- 

+j ^'''^^*'"^^^'~ - {k''u sin w — k' v cos w)do}dl 



Cc 



,.2 



\t, -- ty - e^ 



(U sin O) — F" cos oijdwdt. 



c. 



Mais sur le cylindre 6" on a 



fr sincy — V cos (O = r- + - ( — kr- + ^' ^, sm 20 

2 a» 2 ay ' 2 \ a^ ' dyj 

^ 2 \ a// ^ dxj 



(O 



a' + a'*ay a* + a'* a»* 
2 a^ 2 dy 



+ 7» sin 20) -\- n cos 2ö> 
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en posant 

a« ' ay' dy * dx 

donc, si pour simplifier on appelle p^ Tintégrale 

/ -^ (u sin O) — v C08 O)) d(o dt, 

er. 

la formule (i) s^écrira 

(3) f{u,X + v, Y)dS: = ii:+ f^{kyu - k'oiv)da: + ep. 



9a 



^ f M^ -^y — ^ L{k"u Äuo) — k' v co8a})d(odt 




a* + a*dv a* + a'*du . . . \ yj'a\t^ — t)* — e* 



2 dx 

c. 



du . . . \ yja\L — 
h Wi Sin 2tt> + W C08 20) ) - — ^-^ 

dy ' t 



dwdt 



2. Substitutions maintenant dans la formule (i) du premier artide 
u,2 , v^ (voir artide 2) a Ux , v^. Faisons augmenter Touverture du c6ne 
A, jusqu'ä ce que Ton ait k = arctgJ, et désignons par S^ et tT^ ce que 
deviennent le champ S et la surface a. Par un procédé analogue ä 
celui suivi dans le paragraphe précédent on obtiendra la formule 



(4) 



f{u,X + v, Y)dSl = iil+ f^ik"au + k'pv)dal + sp, 

a-, J 

+ / ^ ' — (k"u cos (O + k' v sin a>) dw dt 



c% 



r ih^ + 6» av , 6« + [/'»au , . \ slh\i, — ty — e' ,, 
-f I ( 1 \-nsin2(o — mcos2tt>)^^ — ^-^^ dfodt, 

/ \ 2 dy 2 dx / e 



Ck 
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OU 



(5) Äi; = 



-jT-( — b^ cos nt cos cy + - (^^ + ^'^) cos nx + - Ä"a j w 



ab 



+ ^ (—b^^-^y^cosnt sin CO + ^(6' + *") cos ny +lk'^\v 



R 



— — {U'cosQ} +^"sina>) 



dtrly 



r h^ 



ty — e' 



{ucoso) + v s\ua))da}dt. 



Cb 



3. Cela pose, il faut dériver les deux équations (3), (4) par rapport 
a x^ , y^. Pour simplifier ce calcul observons que Ton peut écrire (voir 
artide 3, formule (8)) 



- = — cos nx 



^ 



- = — cos nx 



et par suite 



a' log r 

a»; 

a' log r 



— cos ny 



cos ny 



a* log r 

a' log r 



dx 



On tire de lä 



; \^v "" ~ ^i^ \rV ^ 



a*logr . a^logr 

cos na; — r-? — h cos ny 



3i/i 



a^rj ' 



a*lo<?r . a'log'r 

cos na; — ---^ f- cos ny 



dx\ 



^il\ 



"^ j^ {kyu - k' av) da: = f"-^ {kyu - k'av)da: 



+ fnAk"!^ 



a*logr aMogr\ 
COS nx T cos ny r- w 

dx\ ^ dyl J 



<7« 



— ^•Y 



aMogr , a*logr 

cos na; — —? — h cosny — —¥- ]v 



H^ 



dx\ 



da„ 



C Ra 

— / ^ (k"8u — k' av) sin w dco , 

J ecoQtit^ * ' ' 



dX 
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Ok 



Cb 



+ I UAk \ — C08 nx ~ — f- cos nu — ~- u 

J \ \ a^J ^ ^ 9//? / 



Oh 



+ A:'( 



3*Ioe:r , 3' los: r v 

COS nx ~ + cos nu — f \v 



da: 



I — {k"oLU + k' Sv) cos coda) y 

I £ COS tit 



(/ étaiit la ligne d'intersection de la surface a avec le cylindre C\ et n, 
la normale a la surface a. 

D^ailleurs on a, puisque w, , v^ sont nuls sur la surface du c6ne 
qui limite Tespace *S'^, 



i- /(«, X + v, Y)dS: =f (gj X + gi Y)dS: -./'(«. X+ ., Y)e si 



Än CD dw. dt 



Sa 



= ./i(^«' 



Sin ft> 






■f{u^X + i;^ Z)s sin O) do) dt 
c» 



et d'une fa9on analogue 



a 

9« 



- r(w,X + i\Y}dSl = f^iXcos^o) + rsinö;cosö>)rf5; 



-sr» 
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Observons enfin que si A est une fonction quelconque 



d 



- fAdwdt = I — dwdt 4- / A ^^^ ^? do) , 
i i. J ^y J CÖ8 nt 

Ca g 

- lAdwdt = I — dcodt + I A zdw. 



oii n represen te toujours la normale a la surface a. On trouvera donc, 
en dérivant la formule (3) j)ar rapport a y^ , et la formule (4) par 
rapport a x^ , 

(6) / — (X sin 0; — Y cos w) sin cd dS'„ 

Sa 

+ fR^(^-l}^X + ^-^ rys: -f{u,X + v, Y)s sin a,dcodt 



C. 
5-, 



däa , / sin O) .j ,,Q j , v , , 



Oa 



. r T^ [in( aMoffr aMogrX 

+ I RÅ'^ \ cos nx T cos ny f- w 



,,/ aMoofr . aMopfrX 

— K\ cosnx T — f- cosnw — r-a— ]v 

— / — -^— ^ {k"R\A — k'Q.v) sin iodw + s -^ 
j e cos ni^ * ^ dy^ 

9 

-j- / 2 — Lj ^ (Ä;"— smö> — k —Qo^aymwdt 

J e \ ^y ^y / 

Ca 

4- I v_Li {. fic''u sm 0; — k' v cos ö>) 7 

J e ^ cos n^ 

17 



da' 



det) 



— / ;+ sm2ö>H cos2ö;P^— ^-^ dwdt 

J \ 2 dxdy 2 dy* ^ dy ^ dy J e 



c, 



a 




a^ + a^dv a* + a 'a?< . . . \ \/a*(^ —/)* — £* coswy , 

L ms\n 2w + 71 cos 20) )- — ^-^^ :aa>, 

2 a^ 2 av / £ cos nt 
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(7) I |T-(Xcosö> + Y sin a})cos O) dSl, 



5-» 



• r^'(^'^ + SS: ^)'^^'-/("^^ + v,Y)scosa,Mt 



STk 






<r* 



■ Tti I»,,/ 3'logr , 9'logr\ 



t« 



Oh 



aMogr , _^^,,5'logr\ 



+ Ä (cosno^ f f- cosw?/ 



dy\ ' ^ a«! 



rf^: 






-j- I > — u i (k —coso) + A- — sinft>)cfö;a^ 

J e \ aj; dx / 



Ch 



+ f -5l_?lj (k u cos (O + k V sin cd) -do) 



+ / 5 H sin 2ö> — -— C08 20; ) ^^—^ do) dt 

J \ 2 dxdy ' 2 a** a.» dx I e 



'/6* + ^'*ai; , ^;» + //«aw , ^_. ^ ^v/^Vi— O* — e'co8tjiU 



-|- / 1 — v n sm 2ö> — m cos 2ft>) 

j \ 2 ay 2 a^? 



COS?J< 



4. Ajoutons membre ä membre les deux équations (6), (7) apres 

les avoir multipliées respectivement par - , y . 

Puis supposons que s diminue indéfiniment et cherchons la limite 
de réquation ainsi obtenue. 
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A cet effet remarquons que 



Si A est une fonction qui reste finie pour s = o, on aura 

lim jui sin codo) = lim | A sin (odo) = lim jA coscodo) 

= lim I Aco&cDdo) = o> 



'• 



lim / -sin wdo) = lim / -sin (odo) = + t: I —dt. 

Ca Ch /, 

lim / —co^ (od(o = lim / -coscDdo) = + t: I — df. 



c. (-6 



oii /j, est la coordonnée t du point de rencontre de la ligne rr = rr, , y=y^ 
avec la surface a. De méme on a 

lim Ca ^miodio = lim \A coscoda) = o, 



.4 . , /dA\ 

W/o 



lim I "^ sin r/ir/a> = a(^' ) , 



lim / -coswdo) -—rf—) , 



v 



(—] , ( — ) étant les valeurs de -^ , — pour x = rr, ^ 7/ = y. , f = L 
Kn prcnant garde ii ces formules on trouvera 
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ifwS^' 



sin a> — Y cos ai) sin cd dS^ 



s» 



+ 



{ f-^(Xcoso> + Ysmw)coswdS,—{ Ti? Y^^ X + ^^^ 7 V^ 



Sk 



Sb -Su 






s. 



Idäa , I 3i?6 , I C ^^^^ fina 1» \J I ^ r<^^^ ntr , 7 1 /) \ J 



<ra 



t/ 



7 I RA k (cos nx f cos ny ^ 7 ]u 



ffh—ffm 



— k Icosnx—^ — h cost?j/ , f ii; 



fc« — a\ 






at / blia + 

Om 



dy: 



cos nx — —f cos ny ^ 



dx\ 



da 



ajjj 






a'logr 



— kicosnx , 



+ cos ny 



a'logr 



dx 



p> 



da. 



+ 2 



O 



aM'S-£^,) + *'(S + ^l!rf^ 



,dy dxdy, 



,dX dxdy, 



'I 






+ 2^(^-0[ 



b' + v /au\ 6^ + b" /ay 

2 \a«/,"^ 2 \a^ 



ay\ "I cosn^ 
5^/ o -I cos n. 



X 



oii n^ dénote la normale a la surface o dans le point x^^y^^t^^ et Q^^ 
Hf, sont égaux aiix mémes intégrales qui paraissent dans les formules 
(2), (5) si on les suppose étendues aux surfaces ^r^ , ^^, au lieu qu'aux 
surfaces ^^ , ^J . 
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Transportens le dernier terrae du premier ineinbre de Téquation 
précédente dans le second merabre, et les premiers six termes du second 
membre dans le premier. Alors le second membre de Téquation de- 
viendra 



b — i + a — i + ib — a)—— + A 



• ■ 



dt 



g' + 0"" /du 
2 "~\ 



3///oJcos«^^ 



6* + t'V^^A ; ^' + t''/3t; 



ls.+ 



/ 9v\ "1 cos n^ic 
V^V/oJcosn^< 



C est a dire, a cause de la premiére des équations (B') du premier artide, 



'1 



'.) s? * 



-('.■-o[^'(e)-"-^-('4").] 



c os n^y 



X 



+"('.-'.)[^-(a+^-(r:)j^ 



= 2;ru(«,,t/,,^J — 2;r 



« cosn,«|_\a</, » \^ 2 \aaj/, 2 V9y/ 



|cosn„y 



2 WA 2 " 



(S)o)'"'"«^ 



On tire de lä la formule suivante 



(G.) 



«(-c, . y, > ^) 



".+^"--5 

^ cos Wy/ 



'aitX ^ . fa* + a* /dv\ a* -h a* /du\ \ 



2 \ 



s+ 



fc» + ?>'« /3y 



Va///, 



cos 




+ I — I -77- (X sm (O — Y cos O)) sin a>rfÄ, 

2;ra^/ 7f « ^ /c 



Sm 
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H 7 / ^(-Xcosct; + Y Bina))co8a}dSf, 



5» 



2nh J ^\ dx* ' dxdy ) 



St—s» 



27rab JbRa + aRt\ dx* "*" dxdy ) ' 



8. 



27rady^ 27rbdx 2na ) rRa '^ 



ffa 



s/^('"«» + W"". 



(Th 



+ 



i^ /''T-( 



JRa A" I cos na; 



a'logr 
dx\ 



d*losr' 

coswy ^ r \u 



^yl 



ffh—*f» 



A ( cos nx —-J — h cos ni/ , r 1 1; 



dy] 



dx] 



da 



27:ab J bita + aRt j \ 



,,,, aMogr aMoffr\ 

k [ COS WiT — ^T COS ny ^ , \u 



a«* 



5!/" 



-k[co8nx--^^-\-co8mj-^^y 



d(T^. 



5. Par un procédé tout a fait aimlogue on peut obtenir la valeur 
de v[x^ ? ^1 > ^) exprirnée d'une fa9on semblable. Il sufflt ä cet effet de 
dériver Téquation (4) par rapport a ?/j, de dériver Téquation (3) par 
rapport a rCj, et de les soustraire Tune de Tautre apres les avoir respective- 

ment multipliées par 7 et -; enfin de faire évanouir e. La formule qu'on 

trouve est la suivantc 
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2 \ 






t' + //' /a«\ 



y )eo8n,y 



+ 



-T / TT (^ cos ö> + y sin cd) sin ö>t?6\ 

:;r6 J Lib 



Sb 



I 77- (X sin a> — Y cos a>) cos (odS^ 

27raJ Ka^ j c 



s. 



27:h J "V dxdy ' a^» / 



Sh-S» 






^. 



2nhdy^ 27:adx^ 2nh 



^/^(*"«" + *»^''» 



<TA 



+ 



naj 



cos io 



27ta t rB, 



{k"l3u — k'av)d<T„ 



fm 



+ 3 



I /'„ I,,,/ a'logr , 3'logr\ 



tffc — "• 



+ *'( 



a'loff r aMogr\ , , 

a«' ^ av 



r)" 



_(fc'j--a') r r« _ 

2;ra6 y hUa + aiU 



j„f aMoffr , aMoer 

k {co&nx — :— ? — |- cos;?// 



^// 



a^' 



) 



0« 



+ Ä;'( 



aMoffr aMoffr 

cos nx P cos ny ^ 

a*' ^ ay' 



)" 



rf<r„. 
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6. On a donc démontré que si Von connait sw la surface a^, les valeurs 
de u y Vy et de leurs dérivées, on peut trouver hur valeur au sommet commun 
des deux cones par les formules (G J , (G^). (Voir fig. 8, 9.) , 



Fig. 8. 
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%' 



N0U8 avons du faire un calciil fort laborieux et recourir a plusieurs 
artifices pour arriver a ce but. 

Pour justifier Temploi de ces artifices, observons qu'on ne pouvait 
pas faire évanouir tout de suite e dans les formules (3), (4), jcar on 
aurait trouvé sous les signes dMntégration des fonctions qui seraient de- 
venues infinies d'un ordre supérieur ä celui qu'elles n'auraient dil dé- 
passer afin que les intégrales aient une valeur déterminée et finie. 



Art. 8. Suite. Detixiétne cas. 

I. Revenons aux charaps S', 5" du 6^"® artide et appelons S leur 
ensemble. Appliquons a ce charap la formule fondamentale (D) en supposant 



Wa = W3, 



Vx = v, 



Dans ce cas I sera formé de Tensemble des surfaces ö*',^" qu'on appellera 
(Tj de la partie du c6ne A quon appellera [A) et de celle du cylindre C 
qu'on dé^gnera par (C). On aura donc 

j{u^X + v, Y)dS =j{uU',' + vr, — u,U — v,V')d}; 



cH^)MC) 
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et a cause des forinules (7), (7'), (20), (20') de Tarticle 4 

f(ii.^X + v, Y)dS =f{uU;' + vV, — u,U' — v,V")da 



s 



+ 



/^^Ä 



cos>} 



{u sin (O — v cos (o) — (C/* sin cd — F" cos (o) 



rdtdo) 
cos^ 



(^1) 




a' 



\/. - 4 






( — t^ sin £t> + v cos O)) 



+ y I — a^( ^ i {k"u sin o) — k' v cos (o) 

c y/i _ a'(^-^\\u' sinoi — F" cosoi) 



dcodt. 



Si Tangle A devient arctga, la deuxiéme intégralc s évanouit, et par suite 
en posant 



a 



t — t. 



= V 



on au ra 



f{u^X + v,Y)dS ^^f{uU',' + vr, - u,U' — v.VyiTr^ 

S da 



In 



. ^ Cl C\ «' 

"^ ä / / / ~"i ( — '^ sin ö> + i; cos 0;) 



— i 



+ V I — 7* [^"w sin {w — k' v cos a> — e{U' sin a> — F" cos o))] 



dyj 



oii Ton a désigné par a^ la méme surface que nous avons indiquée par 
le méme symbole dans Tarticle 6. 

Si e devient nul le dernier terme s'évanouit et le champ S devient 
'Sa, On trouve donc la formule 

(HJ f{u,X + v, Y)d8^ =f{uU',' + vV, — u,U — v, r')dä^. 



&M 



Ok 
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De méme, si Ton appelle St Tespace extérieur au c6ne A^^\ dont 
Touverture est 2arctg6, limité par la surface du cone et la surface ^^, 
on aura 



(HJ 



f{u,X + v, Y)ds, =fiuU': + vV; — u,U — v,V")cra,. 



Sk 



<n 



Les deux formules (HJ, (H^) sont analogues a la formule (F) de 

Tarticle 6. Elles donnent des relations entré u , v et leurs dérivées du 

premier ordre sur les surfaces ^a > ^6 ? ^^ '^^ valeurs de X , Y dans les 
espaces Sa , ^b- 

» 

2. Supposons maintenant que ö*^ soit une partie de la surface äa^ 
et cherchons d'exprimer les valeurs de u^v au point a:, , y, , t^ par celles 
des mémes quantités et de leurs dérivées sur a^ ^t par les valeurs de 
X y Y dans Tintérieur de Tespace S^. 



Fig. I O. 



r— öl 




A cet effet nous nous servirons des derniéres intégrales fondamentales 
que nous avons trouvées dans Tarticle 2. 

Commen9ons par appliquer la formule fondamentale (D) de Tarticle 
I aux champs 5', S" du 6^°*® article en supposant 



Wa = w,, 



v, = v^. 



(Voir article 2.) 



Nous prendrons la constante arbitraire c qui paralt dans ces fonctions 
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TT 

egal a + - selon qu'on se référe au champ S' ou au champ S". Nous 
désignerons par 

'^6,2 J '^^5,2 J ^fi,2 J ^ö,2> 

les valeurs de u^ , i\ , f^é' , Fg dans les deux cas. On aura donc (cfr. 
artide 6) 

Jk^x + tv, Y)ds =-f{ubx, + vf;, - «,.,?/' - v,,,r-)di, 

Ayant égard aux formules (9), (9'), (11), (12) de Tarticle 4 on voit 
aisément que les intégrales étendues a A\ A" sévanouissent lorsqu^on fait 
X = arctga. De méme les intégrales étendues ä C, C" s'annulent ä la 
liniite lorsque e diminue indéfiniment. Cest pourquoi en désignant par 
Sa,i j Sa,^ ; ^a,\ j ^a,2 1^8 dcux parties de S^ et de ö*^ qui se trouvent des 
deux cotés du plan T et si T , T" dénotent 1" , 2^' prolongées jusqu'au 
point ajj,i/i,/i, on aura (voir article 4, formules (15), (15')) 



S^,\ 



<l«,l 



— -a / -(wsinct) — vcosa))rdrda} — / ^-^ (U' sino) — V" coso})rdrda}, 



r 



f{u,_,X + v,,,Y)d!S„_, =f{uU',:, + «F;., - «,.,f7' — v,,,r')dn,,. 



So,2 



aa,t 



— - « / {u sin O) —v cos cd) rdrdto — / —^ — (f/' sin ö> — V" cos a>) rdrdo). 



if 



Si nous observons maintenant que les valeurs de t/', V" sur T', T" sont 
égaux et de signes contraires (cfr. article 6) on aura, en ajoutant membre 
a membre les deux équations précédentes, 



(O 
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Sf,,i 



S»,t 



=/(«C/m + rVi, - «,,,P - i;.,F")rf^„,, 



0W,1 



+ /(«£^M + vVl, — u,,,U' - v,,,V")dä„, 



Om, t 



za I - {tir sin ft> — v cos a))rdrda) . 



Posons 



(2) 



a=- 



a 



/(«,., X + v,,, r)rf6\,., +/(«,., X + v,,,Y)(is„, 



Sa.\ 



&.S 



•/(Mtr;;, + vVi, — «,,, 17' - ^,,,F")rf^„.. 



(r«,i 



■/(«f/i:, + wf;, - «.., t/' - 1;,., vy-cr^, 



0u,t 



et remarquons que 



8ina> 



dlogr cosio ^^ogr^ 



^Vt 



dX, 



alors Téquation (i) pourra s'écrire 



(3) 



TTi — fu \o^ r . rdrdo) C v log r . rdrdw 



= 0.. 



3. Désignons par 
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les valeurs de Wc , t^e , U^ , V^ (voir artide 2, formule (14), article 3, 
formule (12)) selon que Ton prend c = + -• 
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Si *S\,i , ^6,2 ; ^6.1 1 ^6,2 sont les parties de St > ^6 q^i se trouvent des 
deux cötés du plan T, par le procédé employé dans le paragraphe précé- 
dent on trouvera 



(4) 



- — fulosrr.rdrdo) A fv\orrr.rdrdo) I = B. 



ou Ton a pose pour simplifier 



(5) ^' = JI/K'^"^ + 'Vi i')^-*?*.. 4-/K.^ + ««.. Y)dS,,,^ 



Sh.\ Sb. 



-f{uU-x + Wi, - ««.. U- - v,, F")r?^M 



rb,\ 



f{uU',:, + vV',^, — ««., I? - ix,V")dn,, 



<ri,i 



4. Des cquations (3), (4) on ti re 



— - A = ;rA \u losr.rdrdwj 

•■ — = TT A I V log r . rdrdo) , 

oii le symbole A dénote 

Mais par un théoréine bien connu relatif aux potentiels logarithmiques 

on a 

A julogr.rdrdo) -■= 2rw(rrj,?/, ,/J, 
r 



A fvlogr.rdrdo) = 2/Tr(a;j ,7/, ,<J, 



par suite 
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Ces formules donnent les valeurs de u , v au smnmet x^^y^y t^ des cönes par 
les valeurs des mémes quantiiés et de U\ V" sur la surface a^^ et par 
celles de X y Y dans Vintérieur de Vespace Sa- (Voir fig. lo.) 



Art. 9. Consequences des resultats trouvés. 

1. Les surfaces coniques A dont les ouvertures sont 2arctga, 
2 are tg &, ont joué dans les cours de ces recherches un role bien im- 
portant. Nous les appellerons les surfaces caractéristiques et nous les dé- 
signerons respectiveraent par A^2^ , Aj^, A étant leur soinmet. 

2. Supposons pour simplifier Z = o, et que Ton connaisse les 
valeurs de w; et de W sur une surface a quelconque. On peut se poser 
la question: dans qiielle partie de Vespace pourra-t-on déterminer la fonc- 
tion w? 

Les formules (E), (F') que nous avons donné dans les artides 5 et 
6 nous montrent qu'o» peut calculer la valeur de w dans tout point A par 
lequel on peut conduire un cöne A^l^ qui découpe, soit dans son intérieur, 
soit exlérieurement, une partie de la surface a dont le bord est formé seule- 
ment de Vintersection du cöne avec la surface, 

Pour simplifier on dira que le c6ne yl^^ coupe intérieurement ou exté- 
rieurementf d'une maniére compléfe la surface a. 

On trouve par la bien aisément Tespace S^''\ lieu géométrique des 
points Ay en conduisant les cones /l^^ par tous les points L du bord de 
la surface a et en cherchant leur enveloppe. 

3. De méme, X et y étant nuls, si Von connait u , v et leurs de- 
rivées du premier ordre sur la surface <t on pourra déterminer ces fonctions 
par les formules (G,), (G^), (HJ), (H^ dans un point B si Von peut conduire 
un cöne An^ qui coupe intérieurement, d^une maniére compléte la surface tr, 
ou si Von peut conduire un cöne A%^ qui coupe extérieurement d'une maniére 
compléte la méme surface. 

. Par Tenveloppe des cönes /l^^ et des c6nes /l^^ on pourra limiter 
Tespace qui est le lieu géométrique des points B. 
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4. Si la surface ö* est tel le qu'on peut la couper extérieurement 
d'une maniére compléte par des cones A^2\ alors entré w , W doivefit 
subsister les relations données par la formule (F) de Vartide 6. 

De méine si la surface a est coupée d'unc maniére compléte ex- 
térieurement par des cöiies A^q^ y A^^\ entré u,v, U', F" doivent subsister 
les relations domiées par les formules (HJj (H^) de Varticle 8. 

5. Dans les expressions de P, F" paraissent les constantes a', 6', 
a", b" qui s<T,tisfont aux conditions (i) du 1*^' artide. On peut se servir 
du caractére arbitraire des constantes A', h" pour donner ä a'jb\a'%b" 
des valeurs telles que U', F" s'exprinient par des quantltés qui ont unc 
significatlon mécanique. Par exemple posons 

(i) a = a' ^ a", b == b' = b'\ 



on trouvera alors 



V = — cos nt — b'^f9 cos nx — a^ö) cos ny , 

et 



V" = — cos nt + a^ö) cosnx — b^9 cosr/y, 



o il 



^ dn , dl) dv du 
ff= — H , W = • 

dx dy dx dy 

Il est bien connu que fl" représente la dilatation superficielle de chaque 

element paralléle au plan rry, et que - représente la composante de la rotation 

de chaque element autour de Vaxe Z. 

Dans rhypothése (i) les quantités qui paraissent au dehors des signes 
d'intégration dans les formules (G,) et (Gj) de Tarticle 7 deviennent 

y/. + 7 (rr ) co^vj — a^u). cosn^y — 6'?9. cos7;..r = ?/. + -' 7 f/J, 

/ — / r /3iA T / <^— / * 

iK + -^ — 7 ( -7 ) cos^nj + a^aj^ cosn.x — b^9. cos/;.// = t; + -^ ^ F;'. 

® cosn„/L\5^/o . J co3i>of " 
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Au lieu des équations (i), posons 



(2) 



on aura alors 



./2 



a^'^ = 



a = a = — a , - 
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9?A 



t/' = Tjcosnt — t^^cosnx ^^ i,^ cos w«/, 



a/ 



av 



F" = -y cos;^ — l^^cosnx — t^^ coany, 



dt 



ou 



/., = 



11 



L. = 



03 



b'- + (b 



b' -i- (b 



dv 









^. = 



11 



\dif ^ dt) 



Les quantités précédentcs sont les composantes des tensions qui sexercent 
dans Vmtéricur du corps élastique. Dans Thypothésc (2) les quantités qui 
paraissent au déhors des signes d'intégration dans les formules (GJ, (G^) 
de Tarticle 7 deviennent 






C03 n. 



^") cosw,<— ^(f,^ + <22)cos7^,.T], 



v^ -f 

" cos n^t 






6. Si Ton a 



a cos nz -{• /i cos wy -j- /* cos n< = o , 



n étant la normale a la surface <t, la quantité 



a;e 



dt 



sera connue si Ton donne seulement les valeurs de w sur la surface a. 
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Par suite si la condition 

(3) ( — ^'' cosnx) co^nx + ( — a^ cos nif) cosny + cosw^ . co^nt = o 

est satisfuite, W sera connu sur la surface /t, si Ton connait w sur la 
méine surface. (Cfr. formule (5) du premier artide.) 
L'équation (3) peut 8'écrire 

cos^;j^ — a^ sin^nt = o 
d'oii 



° — a 



On tire de lä: 



Si la surface a est télle qiie tg nf = + - , Ja fonction w sera déterminée 

dans tout point de Vespace 5^"^ méme si Von connait sur la surface a les 
valeurs de w setdement. 

Il est evident que toute surface obtenue par Tenveloppe des cones 
Am^ jouit de cette propriété. 



Art. 10. Particularisation des formtiles. 

I. Commen^ons par prouver que la formule de Polsson-Pauseval 
n'est qu'un cas particuller de la formule (E) de Tarticle 5. En effet, 



Fig. II. 



Fig. 12. 






xy 



^a 



\'t^i' 



/ \ 

/ \ 

/ \ 

/ \ 

/ \ 

/ \ 



T 



\Ai'^ 



A^\ 



■a(^ 



/A 






1 



\/jRyA 



ay 



^a 



supposons que la surface a soit le plan xij (voir fig. 11, 12). Alors a^ 
deviendra uu cercle dont le rayon est 



alA. 

i I 
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D'ailleur8 sur o on aura 



cosn< = + I, coswa; = coswy = o 
par suite, si Ton suppose Z = o, Téquation (E) du 5*"® artide. s'écrii?Ä 



(O 



Xi) 



K , y, , <,) - ± ^^^^ ^^^ j ^___^__^____ 



^^?c7(T. 



c« 



- 2;ra J ^o,.(,^ _ f). _ ^^ai 



<ra 



qui est Tintégrale générale de réquation 






donnée par Poisson et Pakseval. 



Fig. 13. 



f^yitf 



J""/ 



\a^^ 



/ 



w 



2. En nous rapportaut toujours a la formule (E) de Tarticle 5, suppo- 
sous que nous nous trouvions dans le premier cas, c'est a di re que les 
coordonnées t des points de la surface a soienfc plus petites que t^. Exami- 
nons ce qu'on a lorsque la surface cf^ se réduit ä un cylindre j- avec les 
génératrices paralléles ä Taxe f , limité par un plan (o perpendiculaire aux 
génératrices, comme le montre la figure 13. Supposons enfin que Tinter- 
section de V avec le cone yl^"^ apparticnne au cylindre ;-. 
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Sur la surface ;- on aura 



C08 nt = o, 



et sur O) 



t = const. = t^, cosrtx = cosny = o, cosnt = i. 

Cest pourquoi en appelant s le contour de cd, Téquation (E) de Tarticle 
5 deviendra, Z étant nul, 

(2) w(x,,y,jt.)= — —- / , wdo) + - — / , . — do) 



(O 



ut 



I d 



+ / — cos nr . wdr 






= — — / - ==7z=z wdco H / — do) 



w 



w 



+ - 

' 2;r 



t?5 



r 



i!r4 r _Lii^ ..rf^-T 



yja\t, — ty — r" 9n 



'-^dt 



Posons a{f^ — <) = w, on aura 



r 



a(/,-fo) 



/I dW j. I d r / . U\ du 

, =-^=: —dt = --- |w;(rr,y,/. - 



r 



o(<i-0 






r 



a(l,-/,) 



o(f,-f,) 



idr d r / ^ u\ du I S r / ^ w\ ^«* 
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ou les syinboles — , k- ont la signification suivante. SI /"est unefonction 
de X ,y , r nous supposérons que 

.9/1 



»y 



ön 



dfdx 


+ 


9// 9h 


dfdr 






drdn 







La formule (2) sécrira donc 



(3) w;(^i • Vi » ^ ) = — rr / -f^^==== ^^'^^ö> H / -/-. — . -^ r/o). 



to 



w 




^ r ( ^ u\ du 3 r / . n\ du 



.« ai 



Supposons qu€ la fonction i«;(rc j y , t) soit nulle pour toute valeur de t 
inférieure a une certaine limite — T, alors en faisant augmenter indé- 
finiment t^y on trouvera 



(4) 



w{x^ , y, , <,) 



/^ 



00 



J \ ' 



3. Examinons maintenant le deuxiéme oas, 
c'e8t a dire supposons que les coordonnées t des 
points de a soient supérieures a t^j tandis que la 
surface a se réduit a un cylindre ;- dont les gé- 
nératrices sont paralléles a f, limité par un plan 
O) perpendiculaire aux génératrices. Supposons 
enfin que Tintersection de (t avec le c6ne yl^*"^ 
appartienne ä ;-. (Voir fig. 14.) 

Par un calcul analogue a celui qu*on a fait 
dans le paragraphe précédent on trouve la for- 
mule 

Ääa mathåmoHea, 18. Imprlmé le 25 Juln 1894. 



Fig. 14. 



OJ 



A '.A'^ 



V 



^#^ 



28 
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(5) 
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^<^. > y. , ^) - - ika^/^,,(,_ _\). _^M^^y' h 



)(ItO 



o/ 



I r I dw 



rfoj 



<tf 



J \ •■ 



+ii 1 1- 



Si w{:r y y , t) s^anTiule pour toute valeur de t supérieure a une certaine 
limite T, en faisant augmenter indéliniment t^j la formule précédente 
deviendra 



(6) 



«'(a'i.yi.'i) 



I 

2r 




00 



■^ I WKX.y.t. + - ) — / w(a;,T/<, + - ) _ 



Fig. 1 5. 



7 

i 



Xa"^ 



\ / 



V3¥?/ 



4<- 



/^(^l \ 



4. Il faiit maintenant chercher ce que deviennent les forinules (F), 
(F') de Tarticle 6, lorsque la surface a^ se réduit a un cylindre dont les 
génératrices sont paralleles a Taxe t. 
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On voit tout de suite qu'en supposant toujours Z = o, la formule 
(F) devient 



(7) 



= / ds 



9 / / . u\ du 

- I wix.y.t, ) , - =-. 



— r 



r 

3 1/ ^ u\ du 



—r 



s étant la ligne d'intersection du cylindre avec le plan t = t^. (Voir 
fig. 1 5.) Exarainons maintenant la formule (F') (artide 6). EUe 8'écrira 



««^(^i » Vi y K) = 



II, c a CO8 »r ,, 

— • — j I ds I — wdt 



''+ä 



- a\t - t,y\ t - t, 






wdt 



r 



'• + « 






dt 



''-J 



et en posant 



a{t — t^) = u, 



on trouvera 



«'(^i » 2/1 . ^) = 




rfs 



9 
dn 



T 

jw{x,y,t, — ;) log (rl^-^) -^, 



— r 



r 



• 
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5. On pourrait tout a fait de la méme fa9on particulariser les 
formules (GJ, (GJ, (HJ, (HJ, (HJ), (^2) en réduisant les surfaces (Tt,,^^ 
a des cylindres ou a des plans. 

Nous ne donnerons pas ici le développement de ces calculs qui 
dVilleurs ne présentent de diiFicultés. 



Art. II. Le pr^incipe de Hiiyghena. 

I. Par une elegante application du théoréme de Gbeen, Kirciihopf 
est parvenu a établir sa celebre formule qui étend le principe de Huygiiens 
et peut le donner sous une forme mathéinatique tout a fait rigoureuse.^ 

Son procédé est fondé sur Texistence de Tintégrale 

de Téquation 

ou r = yjx* + y* + äS ^t f dénote une fonction arbitraire. 

Dans le cas des ondes cylindriques Téquation précédente devient 



2. 



et Ton peut démontrer qu'il n'y a pas d'iiitégralc de la forme 

(3) A/-(r + at) 

ou r = v/«' + y', Å étant une fonction de r seuleinent. D'ailleurs si l'on 
cherche les cas dans lesquels Téquation générale 



* Zur Thcorie der Lichistrahlen, Sitzungsbcr. d. Berliner Akademi e, 1882. 
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posséde des intégrales de la forme (3), au r = yllixl) , et A est une fonc- 

tion de r seulenient, on trouve qu'il n'y en a que deux, savoir lorsque 
^i = I, ou wi = 3. ^ Cest pourquoi on ne donne ordinairement une 
formule analogue ä celle de Kirchhoff dans le cas des ondes cylindriques, 
ni étend la méine formule au cas general. 

2. Ayant en vue cette extension on pourrait tåcher de trouver des 
intégrales de .réquation (4) ayant la forme (3) sans poser la condition 
que A soit fonction de r seulement, mais supposant qu'elle soit fonction 

A ce propos nous al lons demon trer le théoréme suivant: 

Les intégrales de la forme (3) oii X est fonction de x^ , . . . y x^ existent; 
mais si Von exclue les cas m = t, wi = 3, dans tous les autres, non seule- 
ment les intégrales deviennent infinies dans le point x^ =: x^ =... = x^ = Oy 
mais elles ont d*autres singularités en tout champ ä m dimensions qui renferme 
ce point. 



m 



Si 



i Xi = ry9,, on aura 2^y9? = i, et par suite on pourra poser 

^j = cos a^y ySj = sin a^ cos «, , . . . , fi^^i = sin a^ sin a, . . . sin a^^i cos a«_, , 

y9^ = sin a^ sin a^ . . . sin a^_2 sin a,„_i , 

et Ton pourra regarder A comme une fonction de r et de otj • . . a^_i. 
Posons pour simplifier 

a* 



1 oXi 



Nous aurons 



m 



AF=/'.AA + AA/'+2£^ 



dX df^ 

dXi 



* DUHEM, Hydrodynamique, élasticité, acoustique. Cours professé en 1 890 — 91. 
Torne second, livro III, chap. VIII. 
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Mais 

T 
m 



V — -^ — — r- 

^ dXidJl^i dr ' 



c*est pourquoi 



A F = fX + /•'(— ^— A + 2 ?^) + /-AA 



D'ailleurs nous avons 

3»F 



3( 



F- = «W", 



par suite Téquation (4) sécrira 

r(^^+2?^) + /-AA = o 
et puisque f doit étre arbitrairc 

(5) -^A + 2-=o, 

(6) a; = o. 
La premiére équation nous donne 

_m— 1 

O étant fonction de a, . . . a^_i seulement. Par suite l'équation (6) se traiis- 
forrne dans la suivante 

^'^ 4 "^ sm«-*öj aflj \ * aai/ 

I ^ ^ / • m-3 ^'^ \ , , ^ ^'<^ 

sm'' öj sill'"- '03 aa, \ ^ aa,/ sm* a^ . . . sin' «,«_« aa«_i 

Cela démontre la premiére partie du théorérae, c'est ä dire qu'il y a 
des infégrales de la forme (3). Dans les oas m = i, m = 3, on pourra 
prendre évidemment O = const. et par suite dans le demier oas on aura 
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une singularité pour V dans le point r==o seulement. Il faut maintenant 
prouver dans tous les autres oas Texistence de singularités dans les en- 
virons du point r = o. 

Supposons que Tintégrale V dans un champ I^ k m dimensions qui 
renferme le point r = o, n'ait d*autre singularité que dans ce point méme. 

Conduisons dans Tintérieur de J„ deux espaces sphériques S^_i , i2„_| 
ä m — I dimensions ayant le centre dans le point r = o. Soit S^ 
Tespace a m dimensions renferme entré >S,„_i et i2„_i. 

Désignons par W une fonction réguliére dans tout Tespace renferme 
dans /S„_i et qui satisfait ä Téquation diflférentielle A TF = o. 

Puisque V et W sont reguliéres dans S^j on aura par le théoréme 
de Green 

fly n' étant les normales a S^^i et i2^_i dirigées vers Tintérieur de Fespace 

Wi — • I 

S^. Puisque V devient infini d'ordre dans le point r = o, si 

w > 3 , Tintégrale étendue a i2„__i s'évanouira lorsque son rayon di- 
minuera indéfiniment, et par suite on aura 



/( 



''i?-'^,^>«-.=°- 



Sm-l 



n 

Rempla9ons V par son expression -^^ et remarquons que sur S^^i 



r ' 



dn dr 



L'équation précédente s*écrira donc 







dr 

r ^ 



S^-l 



224 Vito Voltcrra. 

Mais T est constant le long de S^_xy par suite 

Remarquons que la fonction 

ar ' 2 ^ 

est une fonction qui satisfait a Téquation A = o. On pourra donc choisir 
arbitrairement les valeurs de W^ sur S„,_i, pourvu qu^elles förment iine 
fonction continue,^ et construirc apres, par des formules bien connues, la 
fonction W^ en sorte qu'elle soit réguliére dans Tespace renferiné dans S^^^. 
On aura alors que W sera donnée par la formule 



I 


r 
^ tn— 3 


m— 1 



W = ^;^, / r 2 W^dr 



^ o 



et par suite elle resultera réguliére dans le méme espace. On tire de lä 
que la relation (8) est absurde si m > 3, puisque elle devrait étre satisfaite 

pour tout systéme de valeurs de r — — | W. Par conséquent la suppo- 
sition que V soit réguliére dans tout point de I^y excepté le point r = o, 
est elle-méme absurde. 

Il nous reste a exarainer le cas 7W = 2. Uéquation (7) devient alors 

da\ 4 
d'ou 

= Ä sin -a, + i? cos- a, , 
2 ^ 2 ^ 

A , B étant des constantes arbitraires, et par suite 

. . I _ I 

A sin - öj + jö cos - öj 

(9) V = ?--— ?- f{r ± at). 

Cette intégrale est évidemment polydrome et le point r = o est le 
point de diramation. 

Le théoréme est ainsi complétement démontré. 

^ Cette condition ne scrait pas méme nécessaire. 
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3. On peut calculer de la que si Ton applique la méthode de 
KiRCHUOFF aiix intégrales (3) on ne pourra pas trouver de resultats 
semblables a ceux qu'il a obtenu. Considérons par exernple le cas des 
ondes cylindriques. Si nous prenons garde ä la polydromie de la fonction 
(9), lorsque nous employerons la méthode de Kikchhoff, il faudra faire 
des coupures dans la partie du plan xy ou Ton étend Tintégration, en 
sorte que les formules seront afifectées des terraes relatifs aux coupures, 
qui ne paraissent pas dans celles de Kirchuoff et par suite on ne pourra 
pas exprimer la valeur d'une intégrale réguliére V de Téquation (2), dans 
un point intérieur au champ, par celles de V et de ses dérivées au contour. 

Au contraire on parvient a ce resultat par les formules (4), (6), (8) 
de Tarticle précédent. EUes jouent dans le cas des ondes cylindriques 
un r6Ie tout a fait semblable a celui joué par la formule de Kirchuoff. 
EUes ont aussi la méme interpretation physique que celle-ci. Considérons 
en efifet les fonctions 



(.0) 



OD 



du 



4 



u 



n(^. ')=//('+ 1) ^ 



r.ir . o =//(' + 1) ^ 



loir 



(^)' 



— r 



oii f est une fonction arbitraire. 

Dans la premiére formule nous supposerons que f s évanouit pour 
toute valeur de Targument inférieure ä une certaine limite, et dans la 
deuxiéme au contraire on supposera que f s'évanouit pour les valeurs 
de Targument supérieures ä une certaine limite. 

Les trois fonctions (10) satisfont a Téquation (2) et n'ont de sin- 
gularités qu'au point r = o oii clles deviennent infinies du méme ordre 
que logr. 

De la méme maniére quon fait correspondre Tintégrale (i) aux 

Aeta mathtmoHoa. 18. Iroprimé le 28 Juiu 1894. 20 
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ondes sphériques on peut reférer les fonctions (lo) aux ondes cylindriques 
progressives ou regressives, relatives a une ligrie lumineuse. 

En coniparant donc les fonnules (4), (6), (8) de Tarticle préccdent 
avec celle de KiucnnoFF, on voit tout de suite qu'elles représentent sous 
une forme mathérnatique le principe de Huyghexs dans le oas des ondes 
cylindriques. 

On pourrait montrer que les mémes formules peuvent s'obtenir di- 
rectement dos intégrales (10), mais nous ne développerons pas ici ces 
calculs. ^ 

4. Enfin posons 



L'équation (2) deviendra 






et les formules (7) et (8) de larticle 10 se réduiront aux sui vantes 



(■■) 



$ 



ou Y^ et 7^ dénotent les fonctions de Bessel de deuxiéme et de premiére 
espece. Les deux formules (11) ont été données par M. Weber^ et dé- 
pendent des équations (7), (8) de Farticle 10 de la méme fa^on que la 
formule bien connue découverte par M. Helmholtz ' est liée avec celle 
de KiKCHiiOFF dont nous avons parlé dans cet artide. 



* Voir ma No te: Sullc vihraxioni lumitiose nei mexxi isotropi. Rcnd. R. A c. 
de i Liucei. Vol. I, 2® Seni. Serie V, fasc. 5« 

' Vber die Integration der partiellen Differeniialgkichung — 5 H 5 + ku = o. 

Math. AnnaloD^ Bd. I. 

' The(/rie der Lvftschuirt gungen in Röhren mit offenen Knden, Wise. Abhand- 
lungen. Bd. I. 
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Art. 12. Remarque relative ä une qtiesHon de calcul des variations. 

I. Supposons quon propose la question sui vante: Déterminer la 
fonction U{x , y , /) de telle fagon que la preniiére variation de Yintégrale 
triple, 8 étant une partie de Vespace å trois dimensions x , y , t. 

^ ^ / ^ (^' 3"^' ^' ^' "^ ' 2/ , <)^^^«/^^ 

3 

soit nulle, 8 étant tme partie de Vespace å trois dimensions o; , y , t. 
Par les régles bien connues du calcul des variations on aura 

8 

ou Ton a pose 

TT —^^ TT —^^ TT _^^ 

En supposant U^ j C/^ , C/g continues on aura par des integrations 
par parties 

J \dU dxdU^ dydU^ dtdUj 



8 



r/dF , aF . dF \j 

■ / (^-^ cos wrr + ^ cos ^y + jjf cos ntjda, 



n étant la normale au contour a dirio^ée vers Tintérieur de 8. 



o 



On obtiendra donc Téquation du 2**°® ordrc 

dF d dF d dF d dF _ 
w) dJf dxdU[ dydU^ dtdUl" ^' 

2. Prenons garde que pour établir Téquation précédente on a supposé 
la continuité des dérivées f/, , C/, , C7j. On peut maintenant se proposer 
les questions: U étant toujours continue, quelles seront les surfaces ou les 
dérivées U^ , U^ , U^ pour rönt étre discontinues en sorte que la variation de 
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V 8oit toujours nulle? A qudles conditions devront satis faire les valeurs des 
dérivées des deux cotés des surfaces de discontinuité? 

SupposoDs qu'il y ait une seule surface de discontinuité A qui partage 
Tespace 8 en deux parties S^ , S^ et le contour en ö-j et a^ . Soit v la 
normale ä la surface A dirigée vers Fintérieur de S^. On aura 



«i 



+ 



/(r^-^^+'-^/^> + ^/^^. + :4/^^.K 



Mais par des integrations par parties on trouve 



f ^P" +%»'^' +%j'^' +w,'"-y^' 






8t 






^i 



A 



~J \dU dxdU, dydU^ dtdU.r^^^^ 
"*" / \dV^^^^^ "^ dV^^^^y + ^cosv<j(?t/rfyl. 
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Désignons par 

les valeurs limites de I/^ , f/, , f/g , -^ , - yy , -jr , lorsqu'on s'approche in- 

13 3 

définiment d'uTi point de la surface A du c6té de Tespace Sj, et désignons 
par les inémes symboles avec deux suffixes les valeurs limites qu*on 
trouve lorsqu'on 8'approche indéfiniraent du mérae point du cöté de S^. 
Ajoutant raembre a meinbre les deux équations précédentes, on aura 
alors 

r/dF d dF d dF d dF X^rr^o 

o = I {—Fr rT FT 7 —TT ]åUaS 

J \dU dxdL\ dydU^ dtdUj 
— I —TT cos nx H — PT CCS ny -\ — 77- cos nt )dUda 



A 




dF 

d 



[©■-(^)"]-"f^"'<- 



Donc en tout point de 8, excepté ceux qui appartiennent a /I, il sera 

dF d dF aaF d dF _ 

(') VU~VxdU[~di/W^~dtdU^ ~ ^ 

et sur A on aura 

Prenons sur /! un systéme de coordonnées curvilignes A,/i. Puisque 
U est continue on aura 



/ar7y_ /dUy 
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ou les sufiFixes dénotent de quel coté de la surface A on prend les valeurs 
des dérivées. Les deux équations précédentes peuvent s*écrire 

{U{ - Ui'f£ + (t/i - c/;')'^ + {u^ - c/n^i = o, 

r/A^* , /Tp TTn\'^y • /TT/ 7T>/\ ^^ 



(^ - ^i')^: + iu'. - mr^^ + {V, - f/j')^- = o, 



d'ou 



/,\ TT> TV, . TT, TJ,, . TT, Tp, _ dJV^J) . d(t.x ) d(x,y) 



= cosviC : cosv^ : cosv^. 



L'équation (2) deviendra donc 



w ° = [c-^)- cm"-' - ^'■' + [(»")■- cm^- - ^•■' 



+ 



im-my'-^-^- 



L'équation (4) nö?i5 rfonn^ une condition relative å la discontinuitéy 
tandis que les équations (3) donnent les conditions auxqudles doit satisfaire 
la surface A. 

Il est evident que si, au lieu d'une seule surface, on avait plusieurs 
surfaces de discontinuité, sur chacune on aurait vérifiées les conditions 

(3), (4). 

3. Appliquons les resultats quon vient de trouver au cas ou 

^= «■[©'+ (:7)']-(:t)"+--- 

L'équation (i), dans ce cas, se réduira ä Tautre 






w 



c'est ä dire a Téquation {A) du premier artide. 
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Les conditions (3), (4) deviendront 

(5) U[ — U{' : U2 — U2 : U'^ — U!^ = co&px : cosv^ : cosy/, 

(6) amu[-u{r + {U',~u,'y]-{U',-ir,r = o 

c'est a di re 

j_ _ (t/;- v[y + (iK— iK y __ cos^ux + cos'v// __ . 2 . 

a'"^ {U',— U',y ~ CO8' ut —^S^^y 

d'ou 

tet ut = H 

° a 

Donc, dans ce cas, les surfaces de discontinuité serons les enveloppes des 
cones A^lf et la condition relative a la discontinuité sera donnée par Téqua- 
tion (6). 

Il est aisé de voir quelle relation a lieu entre ce resultat et la 
théorie du choc dans un niilieu élastique. 
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SUR L'INTÉGRATION DE UÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 

?/" = Alf + B//' -f- Q/ + 7) + {En + F)y' 

PAE 

G- MITTAG-LE FFLER. 

(Extrait d'une lettre å M. E. Picard.) 



Les fonctions elliptiques du second degré peuvent étre définies par 
réqiiation diflférentielle 

f/" - All' + By' + Cy + 7). 

Dans rétude des équations différentielles du second ordre c'est donc un 

probléme qui se pose de soi-méme d'étudier si Téquation différentielle plus 

générale 

?/' = Ay' + By'' + Cy + I) + {Ey + F)y\ 

o\\ AjByC,DyEyF signifient des constantes par rapport a la variable 
indépendante, ne ponrra pas définir des fonctions de caractére rationnel ^ 
autres et plus gonérales que les fonctions elliptiques. 

Dans votre méinoire couronné * ainsi que dans une lettre que vous 
ni'avez adressée et qui a étc publiée dans nion journal ^ vous avez indiqué 
les types principaux de Téquation 

y" = Ay' + B>,' + C,, + /> + {Ei/ + F)}/ 



^ Il uie paruit Duturel de signifier uinsi les foneiious analytiqucä uuiforiucä f(x) 
qui, D étaot pas des fooetioDs cotiércs rationnelles ou tr&DSceudantcs^ ne possédent pas 
dautrc poiot siDgulicr esseotiel que o; = CXD. 

' Journal de uathématiqueH, t. 5^ P» 28l — 287. 

^ T. 17, p. 297—300. 

Ada mathematica. 18. Imprimé le 8 jiilii 18U1. 30 
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oii Tintégrale est ä apparence uniforme. Vii Fintérét qu*il y aurait de 
connaltre la forme analytique des intégrales, j'ai voulu en effectuer Tinté- 
gration. eT'avais obtenu ä priori par des considérations générales qui 
au fond ne sont autres que celles employées par M. Painlevé,^ que Tinté- 
grale ayant le earactére d'étre ä apparence uniforme devait étre aussi 
forcénient de earactére rationnelle et il m'a paru intéressant de vérifier 
ä posteriori ce resultat. 

Voici comment j'ai procédé. La fonction p{x) de M. Weierstrass 
peut étre définie par Téquation différentielle de second ordre 

dont rintégrale générale est 

ou g^ et g^ signifient les deux invariants. L'invariant g^ ainsi que x^ 
sont des constantes arbitraires. Regardons ^.^(ic -f- ^o I ^2 '^3) ^^"^ ^^ voisinage 
d'un p61e. On a 

f(^ + \ I g\,g,) = (^ I ^^y + ^-T^C^ + ^0)' + ^j^^ + ^'oY + . . . . 

Les p61es sont de Fordre deux, un des coefificients dans le développement 
— celui de [x + x^Y — est arbitraire, et les coefficients suivants sont 
des fonctions rationnelles entiéres de ce coefficient. 

Commen9ons donc par chercher les conditions pour que Tintégrale 
de 1 equation 

t/" = Äy' + By' 4^Cy + D + {Ey + F)y' 
ait un p61e fixé d'une maniére arbitraire dans le champ de la variable 



* M. Painlevé a publié depuis, C. R. 24 juillet 1 893, une oourtc notice oii il in- 
dique la forme génörale de Tiotégrale, mais méme en connaissant cette forme il ne paratt 
pas étre sans importance d'avoir réollemeDt obtenu Tintégrale dans un cas un pen general. 
Je saisis roccasion pour annoncer que M. Painlevé publiera prochainement dans ce journal 
dans trois mémoires développés les recherches profondcs et fertiles relatives aux équations 
différentielles, sur lesquelles des indications succinctes ont paru derniérement dans les 
Comptes Rendus. 
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indépendaiite et étant de Tordre deux, ainsi que les conditions pour qu il 
entré dans le développement de Tintégrale dans le voisinage du pöle 
une autre constante arbitraire que Fafifixe du pöle. 

On voit d'abord, Tordre du pöle de y^ étant 6, Tordre du pöle de yy' 
étant 5 et celui du pöle de y" étant 4, que les deux constantes Ä et E 
doivent étre égalcs a zéro. Supposons que 5 4= o et F =4= o, parce que si 
/? = o on retombe sur les équations différentielles linéaires et si F = o 
on retombe sur les fonctions elliptiques. 

On peut toujours, par une substitution linéaire, faire que le coefficient 
de y^ devient un nombre fixé d'avance, soit 6 coinnie dans Téquation 
pour ^{x)j et que le coefficient de y, comme cétait aussi le cas dans 
Téquation pour iy?{x)y devient zéro. On obtient alors 



y ..» 1 



(A) y" = 6y' + I)+ F.y\ 



Mettons 



y = 75 + - + »o + »1^ + ^2^^ + »3^' + 0Ly+ . . . 



X' 



en pla^ant le pöle arbitraire ä a; = o. En introduisant cette expression 
dans réquation (A) et en égalant les coefficients de la niénic puissancc 
de X des deux cötés de Tégalité on obtient 

a = I, 
Sk = I\ 



12 ' 




1 12 ' 




-^--To^- 


2V3*' 


I I 


Dk+^X 


"» 2.3.5 



* Voir PiCARD, loo. cit., p. 286. 
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En égalant les coefficients de x^, on voit disparaitre a^, et on obtient 



(i'- + rh"' + ih"')' = °- 



En mettant & = o, on trouverait JP==o et on retoinberait sur Téquation 
de la fonction (p{x). J'ai supposc i^ 4= o. On a donc Ä 4= o et les deiix 
équations pour ol^ auiénent que 

2 

LMntégrale de Téquation (A) est donc å apparence uniforme s il y a entré 
les constantes D et jP une relation telle que Téquation prend la forme 

(a) y" =^(>if-lk* + SW, 

m 

GU k est une constante indépendante de x. 

Il s'agit maintenant d'effectuer Tintégration. Je suis votre indication \ 
Je mets 

^ = /' + y\^\ + <^J) + %\) + ^'4^/' + ^^fi/y'- 

La fonction z aura des poles sextuples. Or, il y entré 5 constantes ar- 
bitraires et on peut par conséquent réduire ces pöles ä des pöles simples. 
Le coefficient d'un tel pole simple devient 

_ - BF — — ^ F\ 

5 5 

Mais cette expression est nulle ä cause de la relation entré D et F . On 

obtient donc 

z^ir— 2ky\k' + 2y) + k'y — 2ky — ^,/ 

oii la fonction z nu pas de poles. En différentiant z deux fois, en 
appliquant Téquation (a) pour éloigner les dérivées y" et t/'" et en éli- 
minant y et y' entré les expressions pour z , z' et z" on doit obtenir une 
relation entré z y / et z" dont Tintégrale n'a pas de poles. Mais on voit 
de suite qu'il suffit de dififérentier une seule fois et quon obtient 

/ = 6kz + 3k\ 



' Voir PiCARD, loo. cit., p. 284, 285. 
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d*ou 

o\\ j'indique par H une constante arbitraire. On a donc obtenu pour 
preiniére intégrale de Téquation (a) 

y" — 2hy\2y + k') — 4*/' - 2kY + k*y + ^* + k'He''^ = o, 
ou 

ly - 2k{y + y) j - A[y +1)*+ Ä^^e"' = o. 

Gette équation, étant de genre un par rapport a y et y', la variable x 
étant regardée coinme paramétre, peut toujours étre intégrée par une 
méthode indiquée par M. Poincaké.^ Mais on voit immédiateinent qu'on 
peut arriver a Tintégration par une simple substitution. 
Je mets 



Donc 



|-£*v- + .*(, + ^). 



ce qui amene 


(t) - KV-U^- ")■ 


Mettons donc 


u — e*', du r— ke^'dX'j 


on obtient Téquation 


O'— • «. 



dont rintégrale générale est 

s = p{u + u,\o, H). 



* Voir ce journal, t. 7, p. 5 — 8. 
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Uintégrale générale de Téquation (a) devierit donc 

(a) y = {D^e^^Ypie*' + e'^.\o,H)-j 

oii Xq et rinvariant H sont les deux constantes arbitraires. 
Je viens de traiter le cas oii dans Téquation 

y" == Ay' + By' + Cy + D + {Ey + F)y' 

les deux coefficients A et E sont nuls en inéme temps. Supposons inain- 
tenant que ^ et ^ ne disparaissent pas siinultanénient. Si Tintégrale 
générale est de caractere rationnel elle aura la forme 

y = ^ + «, + oi^x + oi^x + ... + a„a;" + . . . 

dans le voisinage d'un pole dont je niets Vaftlxe egal a zéro, pour plus de 
simplicité. En égalant les puissances de x~^ des deux cotés de Téqua- 
tion différentielle, on obtient 

2a = Afx^ — Ea^ ou 2 + £a = Ja^ 

En mettant y = pz^ on peut toujours déterniiner y9 de telle uianiére que 
dans Téquation en z 

2 + E=A, 

de maniére que Téquation différentielle a étudier devient 

fj" = {E+ 2)y' + Eijy' 4- Bf ■{■ Cy + D + F.y', 

oxjL j'ai mis y au lieu de ^. En égalant dans cette équation les coefficients 
de x~^ et de x"^ on obtient 

2 + Ea = (2 +. E)a\ 

a,{i(E + 2)a — E)^Ba — F = o. 

Il y a deux cas ä considérer E = — 3 et £4= — 3. Dans le premier 
cas le coefficient a^, qui correspond ä la racine a = i de Téquation 

2 + £a r= (2 + E)a^ 
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devient arbitraire, et il y a entré les coeflficients de Téquation différentielle 
la relation 

Mais rintégrale compléte de 

(b) 2/V + 3yy' +y'= B{y' + y') + Cy + D 

s'obtient immédiatementy elle est 



(/5) y~- 



z 



ou 



iP) r = Bz" + Cz' + Dz. 

Il entré, coinme vous voyez, dans Tintégrale {fl) deux constantes arbi- 
traires et indépendantes Tune de Tautre. 

Dans le second oas J5 #= — 3, on peut toujours, en mettant y = z^ ^, 
déterminer j' de maniére que dans Téquation en z on ait B = F^ de 
maniére que nous serons ramenés a étudier Téquation différentielle 

(C) t/" = {E+ 2)y' + Eyy' + B{if + y') + Cy + 1), 

oii j'ai mis y au lieu de z. 

Le eoefficient a étant déterminé par 1 equation 

2 + Ea = (2 + E)a' 

il y a deux cas ä considérer, E = — 2 etjE4= — 2. Dans le premier 
cas, on a pour a la seule valeur a = i. En égalant dans 

(D) t/" + 2yy' = B{y' + y') + Cy + D 

les puissances de x"^ et de x~^ des deux c6tés de l'équation on trouve 
que a^ = o et que a^ devient arbitraire, ce qui améne entré By C et D 
la relation C = o. Mais Téquation 

(d) y" + m' = ^0/' + y') + i) 

s'intégre immédiatement. En mettant 

y' + y'=r, 
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on obtient 

r =BV+ I) 

et rintégrale devient par conséquent 



OU 

(ö") Bz" = {He''' — iy)z. 

Il ne nous reste donc plus que rétude de réquation 
(C) y" = (E + 2)y' + Eyy' + B{y' + y^) ^ Cy + B 

oii 

-B4= — 3 et E ^ — 2. 
Uintégrale étant 

?/ = ^ + «o + otjiT + . • . + a^^" + . . . . 

on abtient en égalant les coefficiente de x"""^ et en ernployant la relation 

2 + ^a = (2 + E)»^ 
une relation de la forme 

a„(w + 2)(M— 3— 7ia)= fonction entiére et rationnelle de an-.i,a„_2>—>ap«o'*- 

11 y aura deux cas a considérer: E =■ o et E =^ o. Dans le premier 
cas * le coefficient a.^ devient arbitraire et il y aura deux relations entré 
les coefficients B y C , D qu'on obtient en niettant w = 3 et a = + i 
dans réquation ci-dessus entré a„ , a„_i , ..., a, , a^ a. Je transforme d'abord 
réquation (C) par une substitution linéaire en 

(E) y" = 2i/ + Vy + D + F.y'. 

Les relations entré les coefficients devienncnt 

I) =-- o, C = — -. F\ 

3 

' Voir PiCARD, ce journal, t. 17, p. 299. 
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L'équation pourra donc 8'écrire 

(C) y" = 2i/ — 2ky + 3h'^ 

oii k indique une constante indépendante de x. 

L'intégrale de cette équation est ä apparence uniforme d'apré8 votre 
terininologie. On voit que y ^= y étant une intégrale, y = — y sera de 
méme une intégrale et on obtient 



» = ±(; + i + 3-(i)'^ + ' 



^X -|- • • • 



ou Äj reste arbitraire. 

On voit donc facilement par les mémes considérations qui j'ai einployées 
pour Téquation (a) que 

^ == y" — 2Ä;yy' — y* + kY = (y' - kyY — y* 

n'a pas de pöle. 
On a 

Donc 

oii je désigne par // une constante arbitraire. 

Je mets 

y = z.ke^"" 

et j'obtiens 

z'^ = (ke''y{z' + H'). 

Donc en mettant 

w = c*"^, du = ke'''dxj 

et en mettant 



5 = — , 

z 



on obtient 

ds \ • 



O = 45" + 4^'" = 4G^ - ili)s{s + /T/). 
En employant les notations 

•'' = F(m i .'7, . //:,) = P('' ' Ö, . P, 1 ej 
^r/a mathematiea. 18. Imprinié le 11 jiiin IKOi. ^]^ 
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011 

(£) ^ ^^' — 5^2^ — ^3 = 4(5 — ei)(5 — e^){s — 63), 

j*obtiens donc 

s = p(w I — 4Ä*, o) = ^(w I iHj o , — iÄ). 

Mais 



*-(«) - ^ = m 



L'intégrale générale de Téquation (e) devient par conséquent 

o\\ Xq et H sont les deux constantes dMntégration. 
L'intégration de Téquation 

(C) ij" = {E+ 2)y' + Eytf + B(^ +y') + Cy + D 

dans le cas d'une intégrale générale å apparence uniforme est donc eflfectué 
pour £ = o. J'ai déja traité les cas E = — 3 et^= — 2. 
Reste a traiter les autres cas. On obtient de Tcquation 

2 + Ea = {2 + E)a^ 

pour a les deux valeurs 



E + 2 

On a de méme: 

a„{n + 2)(yi — 3 — Ea) = fonction entiére et ration- 

nelle de a„_i , a„_2, . . . , a, , a^ , a. 

' La condition nécessaire et sufFisante pour que Tintégrale générale 
sera d apparence uniforme est quMl y aura deux nombres entiers Wj et 
Uj tels que 

Wj — 3 — EoL^^^ = o, n^ — 3 — Ea^^^ = o 

et qu'il y aura entré les constantes /i, C, T) les deux relations qu^on obtient 
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en mettant le terme a droitc dans Téquation ci-dessus egal a zéro apres 
y avoir introduit n^ et a^^^ et puis n^ et a^^\ * 
On obtient 

n^ ~ 3 = E, (w^ — i)(»/, — i) = 4. , 



Don c 



ou 



n, = 2, n. = 5 



^\ = 5, ^*2 = 2, 



parce que le oas n^ = n^ = 3, ce qui améne E = o,, a déja été traité. 
Le oas n^ =5» w^ = 2 peut étre ramené au oas Wj = 2, n^ = 5 par une 
substitution linéaire. 

Il nous reste donc ä étudier: 

* 

(F) y" = y' — yy' + B(i,' + y') + Cy + D. 

I 

Les deux i'elations entre les coiistantes B , C , I) devicnnent 

D — BC = o, 

^iil_7!B» + ^BC + d)(^-^B' + BC + 5l>) = o. 
Il y aura donc trois cas: 

(f) y" = y' — yy' + Cy, 

(!■") r =r''-W'+ 5Ä(//+y')-7'.ÄV-5.7'.A^' 

(f") y" = y' — yy' + s^G/' + y*) — h'y-5. ä" 



B= 5Ä 



oii rintégrale générale est å apparence uniforme. Nous avons vu que, 
supposant 

Z/ = " + a» + aja; + a^x' + • • • » 



on aura 



a,(3a + O + ^(«— i) = o- 



« v 



Voir PiCAltl), loc. tit., p. 283. 
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On a donc pour a = i, a^^ = o. En inettant 

et en se rappelant que pour a = — 2 le coeflficient a^ devient zéro, on 
voit que V n'a pas d^autrc p61e que celui qui correspond a a = — 2, 
et qu'on obtient alors 

>" = å + Ä + Ä^ + Ä^' + /?,aj» ^pyj^... 

•C 

ou y9^ est arbitraire. Mais cettc forme est celle de Tintégrale de réquation 

ainsi que celle de Tintégrale de mon premier type 

(«) y" = 6/,» — 3 /.* + 5^/. 

Il y a donc lieu de former Tcquation différentielle de second ordre en 
V qui correspond a (F). On obtient 

y(F+ C)= T — BV—B, 
et par conséquent 

\V'' — liV — F(K+ CO}(r+ C) == {V ~ BV — D}{BV + B). 

Donc a cause de la relation 

D= BC 

et si on laisse de cöté un instant le cas F + O = o, 

F" = 22?P + V + V{C—B') — B'C\ 
On voit qu'en faisant la substitution 



/ » 



on est rainene a 





V 6z+ ^ , 




.. 6.--- .'_ ((! _f. /;•')» H 
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qui embrasse aussi bien réquutioii diftercntiello de second ordre de p{x) 
que l'équatioii (a). 

On obtient donc les deux équations 



/' = 6^' 



z" = 6z' 



24 ' 



{k' + skz', 



1 * 



dont la preiniére correspond a (f) et la seconde ä (f") et (f"). 
L'intégrale générale de (f) devient donc: 



(r') 



y 






ou Xq et rinvariant g^ = H sont les deux constantes arbitraires. 
L'iiitégrale générale de (f") devient 



(r") 



_ 6z' 

y — 6z— 12A'' 



z = (7),e"')»^(c'*' + e"'. \o,H) — 2 A», 



et rintégrale générale de (f") devient 



(r'") 



y = 



6z' 



6z + I2h 



i— 5Ä, 



e = (I>,e"')V(e»*' + e"" \o,H) — 2h\ 



Les deux constantes arbitraires en (y") et (j-'") sont x^ ot 1'invariant H. 
J'avai8 laissé de cöté le cas 

7*+ C = o ou y' + j/» + C = o. 

On voit imniédiatenient que Tintégration de cette équation différentielle 
nous donne une intégrale singuliére avec une seule constante arbitraire 
pour nos équations différentielles (f). 
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THÉORIE DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES 

D'UNE VARIABLE 

(Premier Mémoire) 

PAB 

K. HENSEL 

k BERLIN. 

Traduit par M. G. Brincard å Paris. 

g 1 . Des fanctions rationnéUes ä une variable et des for mes 

rationnelles hornogénes* 

Toute fonction entiére de x 

f{x) = a.x"^ + a^x"^-' + . . . + a^ 

a coefficients constants peut se mettre, comme on le sait, a une constante 
multiplicative prés, sous la forme d'un produit de facteurs linéaires di- 
stincts ou égaux entré enx, en nombre egal ä son degré en x; cette dé- 
composition ne pouvant d'ailleurs se faire que d'une seule fa9on. On 
pourra done écrire 

f{x) = a^{x — a^){x — a^)...{x — aj, 

les constantes »i , a^ , . . . , «« étant des nombres réels ou complexes qu*on 
pourra calculer avec telle approximation qu'on voudra. 

On est donc conduit tout naturellement, par analogie avec la dé- 
nomination adoptée dans la théorie des nombres, a appeler les facteurs 
linéaires irréductibles {x — a,) les facteurs premiers de la fonction f{x). 
On peut auBsi définir ceux-ci comme des fonctions entiéres de x qui n'ont 
qu'un seul zéro. 

Dans ces considérations d'un ordre plus arithmétique toute constante 
a difiEérente de zéro doit étre rcgardée comme une unité de méme qu'on 
le fait en arithmétique pour les quantités + ^ <*^ — '; ^*t colsi d'ubord 

Aeta maihåmatiM. 1^, Imprimé le U juiii 18f»l. 
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parce qu'elle ne peut étre divisible par aucun facteur premier (x — a), 
ensuite parce que toute fonction entiére de x reste eiitiére quand on la 
divise par une constante, c^est a dire que toute fonction entiére est di- 
visible par une constante. 

Toute fonction rationnelle de x peut se mettre sous la forme d'un 
quotient de deux fonctions entiéres de la niéme variable, a savoir: 

g(x) ~~ \x- + h,x^-' + . . . + fe„ — ^^o(« -A) . . . (« — y9«) ' 

ou les m quantités (ai,a2,...,0 sont distinctes des n valeurs (y9j ,y93,...,y9J 
parce quon peut supposer le numérateur et le dénominateur débarrassés 
de leurs facteurs communs. Si on ne considére maintenant que des va- 
leurs finies de la variable x, cette fonction fractionnaire 

B'annulera seulement pour les zéros (a^ , a^ , . . . , a^) des facteurs premiers 
du numérateur tandis qu'elle ne prendra des valeurs infinies que pour 
les zéros du dénominateur. Cette fonction ne posséde donc pas d^autres 
zéros ni d'autres infinis que les zéros des facteurs premiers de son numé- 
rateur et de son dénominateur. En general cependant il n'en est plus 
oinsi quand la variable x peut prendre aussi des valeurs infinies ainsi 
que le cas se présente dans le théorie des courbes algébriques. Cest ainai 
que pour de tres grandes valeurs de x la fonction 7/ considérée tend vers 
la valeur limite 

donc pour rr = 00 la fonction y devient ou bien infinie ou bien nulle 
selon que m > n ou que m < «; et dans les deux cas il faut compter 
a; = 00 comme infini ou comme zéro autant de fois qu'il y a d'uhitéfi 
dans le nombre |/w — n|. 

Toute fonction rationnelle de x posséde donc autant de zéros que 
d'infinis et leur nombre est egal au plus grand des entiers m et w, qui 
désignent les degres du numérateur et du dénominateur. Il résulte de 
la qu^un facteur linénire (a? — a) n'a en aucune fa9on le cäractére d*une 
fonction premiérc aussitöt que la variable x peut prendre des väleurs 
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infinies; car il est vrai que {x — a) ii'a qu'un zéro x = a^ raais il a 
encore un infini a; = oo; il ne difFére donc de la fraction 

X — a 



x-^fi 



qu'en ce point, bien insignifiant d'ailleurs, a savoir: que cette derniére 
devient infinie pour la valeur finie x = p. 

De ce qui préeéde il résulte qu'il n'existe aucune fonction de Xj 
entiére ou rationnelle, n'ayant qu'un zéro et ne possédant pas d'infini; 
une pareille fonction aurait seule le caractere d'une véritable fonction 
premiére. Il est cependant aisé de former une fonction preiniére, si au 
lieu de considérer une seule fonction on en prend un faisceau. 

Soit u une constante arbitraire, la fraction 



(2) // = 



X 



X — u 



posséde un seul zéro pour {x = o) et un infini pour {x = u). Faisons 
maintenant varier u, Tinfini de y change de position tandis que son zéro 
reste fixe. Considérons donc le faisceau de fonctions qu'on obtient en 
donnant au paramétre u toutes les valeurs possibles; chacune aura un 
inéme zéro pour {x = a), mais les infinis de ces fonctions seront tous 
différents. 

Considérons Téquation (2) comine celle d*une courbe, u ayant re9u 
une valeur arbitraire, et posons 

x — u = ^, y—i = 7]; 
elle se réduit ä 

et représente une hyperbole dont les asymptotes (f = o , oy = o) sont pa- 
ralléles aux axes; dont le centre a les coordonnées x^=tiyy^== i et 
dont les sommets se trouvent a une distance y/2u du centre. La branche 
inférieure de cette hyperbole passé par Torigine des coordonnées, quelle 
que soit la valeur du paramétre w, tandis que Tune de ses asymptotes 
X = u se trouve variable avec u. Toutes les hyperboles du faisceau 
précédent, ti étant un paramétre variable, se coupent donc a Torigine des 
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coordonnéeSy ce point est donc le zéro commun de toate la serie, tandis 
que deux hyperboles du faisceau n'ont pas le méme infini. Quelle que 
soit donc la valeur particuliére donnée a la variable Xj on pourra toujours 
choisir w, et cela d^une infinité de maniéres, de fa9on que y ne de- 
vienne pas infini pour la valeur considérée, il suffit évidemment pour 
cela de prendre u^x. 

Cest dans ce sens qu'on peut dire que la fonction pour u in- 

déterminé n'a qu*un zéro fixe pour [x = o) et aucun infini fixe. 
On reconnalt de méme que toutes les fonctions du faisceau 

(2 a) y = 

ont un zéro fixe pour {x = co), sans posséder un infini indépendant du 
paramétre. Car une fonction arbitraire de la serie devient infinie pour 
X = u seulement, c'est a dire pour une valeur de la variable qui change 
avec le paramétre lui-méme. Si dans Téquation (2 a) on pose 

x — u = Sy y = rj 

Téquation de la courbe correspondante s'écrira: 

fj? = i; 

le faisceau est donc composé d'hyperboles équilatéres, dont les asymptotes 
sont paralléles aux axes et dont les centres ont les coordonnées 

^0 =^y Vo = o. 

L'axe des x étant une asymptote commune du faisceau toutes les courbes 
se coupent au point situé ä Tinfini sur cet axe; et, comme Tautre asymp- 
tote varie avec le paramétre u, deux hyperboles de la serie n*auront 
jamais un infini commun. 

Cest dans ce sens qu*on peut dire que la fonction posséde 

un zéro fixe pour (x = cx)) sans avoir d^infini fixe, u étant toujours con- 
sidéré comme indélerminé. 
Si Ton pose 

X I 

V/ ^ X — u ^ X — u 
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u representant un pararaétre indéterminé, on a deux fonctions qui ne 
possédent des zéros fixes que pour {x = o) et pour {x = co), ei qui ne 
possédent aucun infini fixe. 

On voit de méme que toute fonction linéaire et homogéne de x^ et x^ 



, „ ax — a 
ax, — a rr„ = 



posséde, pour des valeurs indéterminées de u^ un et un seul zéro fixe 
et aucun infini. 

Si donc on n'astreint la variable x a aucune condition, on voit qu'on 
peut, qu'on doit méme, considérer ces formes linéaires et homogénes de 
rCj et x^ corarae les véritables facteurs premiers des fonctions de o;, et 
on peut, en efifet, montrer tres facilement que toute fonction rationnelle 
de X peut se décomposer d'une seule maniére en ces formes linéaires. 

Des deux équations (2 b) qui donnent Xy^ et x^ on est conduit immé- 
diatement ä Tidentité: 

X = -^ 

qui donne ainsi la variable x sous la forme d'un quotient dont le nu- 
mérateur s'annule seulement pour le zéro et dont le dénominateur s'an- 
nule seulement pour Tinfini de la variable x. 

Si maintenant on remplace x par cette valeur — dans une fonction 



X 
X 

rationnelle arbitraire de rr, entiére ou fractionnaire, de la forme: 



'» 



multipliant numérateur et dénominateur par a;^, m étant Texposant des 
deux polynomes f{x) et g[x) le plus élevé, on obtient Texpression: 

x^ , a;,) __ apa?! + aiXi a?a + . . » + <^ma?2 

^ "" </(«! > «.) ~ 6o«r + hrzT-^x^ + . . . + hn^xf 

ou f{x^y x^ et g{x^y x^ represen tent des fonctions homogénes et entiferes de 
degré m en x^^ et x^ qui n'ont, comme f{x) et g{x)y aucun facteur li- 
néaire commun. 

Chacune de ces deux fonctions peut, comme on le sait, étre mise 
d'une et d^une seule fa9on sous la forme d'un produit de facteurs linéaires 
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dont le nombre est egal a la dimension de f et de g (abstraetion faite 
d'une eonstante multiplicative ou ce qui est la méme chose d'une unité). 
Gette décomposition efifectuée, y s'écrira: 

y ~ {^[x, - ^';x,) . . . {p'mx, - ^':,x,) ' 

on voit alors que la fonction y ne s' annulera que dans le cas seul ou x 
prendra Tune des valeurs: 

X = — r j (i-l,2,8,...,ni) 

car alors, pour toute valeur de w, un des Yacteurs du numérateur s'an- 
nule et Tindéterminée u qui ne figure pas dans y peut toujours étre dé- 
terminée de fa9on que pour chaque autre valeur de x aucun des facteurs 
du second membre ne puisse devenir nul ou infini. On reconnalt de 
méme que y peut devenir infini dans le cas seul ou x prend une valeur 
égale ä T un des zéros du dénominateur, c'est a dire quand 

Jy ■5r« (»=-l,2,3,...,m) 

Pi 

Nous venons donc, en resumé, de représenter toute fonction rationnelle 
et arbitraire de x par le quotient de deux produits de facteurs premiers 
et nous avons vu que les facteurs du numérateur déterminent tous les 
zéros, ceux du dénominateur tous les infinis de la fonction. On reconnait 
de suite que dans ce mode de representation de y par le quotient de 
deux fonctions homogénes åe x^ et rr,, on ne considére uniquement que 
ses zéros, quantités indépendantes du paramétre u et par conséquent fixes, 
tandis que les infinis qui dépendent du paramétre u ne sauront figurer 
aucunement dans y, parce que y est indépendant de u, Aussi dans ce 
qui va suivre allons-nous nous occuper seulement des zéros fixes de ces 
formes. 

Toute fonction rationnelle pouvant se mettre sous la forme du quotient 
de deux formes entiéres de (0;^ , x^j nous n'aurons ä examiner que les 
formes entiéres et homogénes du type 



'3 



et dans celles-ci il suffira de considérer leurs zéros fixes indépendants de w. 
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Toute forine entiére peut étre décomposée explicitement et d'une seule 
fa9on en un produit de formes linéaires et homogénes en nombre egal 
a son degré d'homogénéité et leurs zéros sont également les zéros fixes 
de la forme homogéne. Une forme homogéne et entiére ne posséde aucun 
infini. 

Au lieu de représenter les formes f{x^ , x^) par les fonctions {x^ , x^) 
avec les zéros fixes (o) et (oo), on peut choisir deux autres forraes Ii* 
néaires 

avec les zéros - et C ; ceux-ci ne devront cependant pas coYncider, c'est 

ä dire que les formes fj et f, ne doivent pas étre cquivalentes. La 
condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que le dé- 
terminant 

soit différent de zéro. S'il en est ainsi, les deux équations précédentes 
pourront étre résolues sous la forme 

et en faisant cette substitution une forme homogéne f{x^ , x^) se trans- 
formera en une autre forme de (fj , f^) de degré egal. Si on pose ^ = f , 

la fonction f aura conime zéro fixe (x=^—j et comme infini fixe (x = '^\ 
et s'écrira 

^ ax^ — a'x^ ax — a' 



f se trouve donc étre dans ce cas une fraction dont les deux termes 
sont des fonctions linéaires de x. 

La transformation linéaire et homogéne de {x^ , x^) correspond donc 
entiérement a la transformation fractionnaire et linéaire la plus géné* 
rale de a?. 
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Si on considére maintenant une forme hoiiiogéne et fractionnaire de 

nous entendrons par son degré d'homogénéité ou seulement son degré m 
la dififérence des degres de son numérateur et de son dénominateur. 
Soit done t une variable arbitraire on aura 

F{tx, , tx,) = rF{x^ , X,) 

et le nouibre fu est alors egal au nombre des zéros fixes de F diminué 
de celui des infinis fixes. 

De cette definition du degré il résulte immédiatement que toutes les 
forraes homogénes de degré zéro et celles-lä seulement sont compléte- 
ment indépendantes du paramétre ti: elles n'ont done tmiquement que des 
zéros et des infinis fixes. La seconde partie de cette proposition est évi- 

dente; pour déraontrer la premiére il sufRt de faire m = o et t = — 

dans réquation précédente; on obtient alors 



f[^^,i) = F{x,i) = F{x,,x,), 



ce qui montre de suite que toute forme homogéne de degré zéro ne 
dépend que de x et aucunement de u et que Ton obtient son expression 
en rr, en rempla9ant x, par x et x^ par Tunité. 

Une autre conséquence de cette proposition est la suivante. On 
peut mettre dans une classe toutes les formes homogénes de méme degré; 
les formes d'une méme classe présentent alors cette propriété tout a fait 
caractéristique: a savoir que le quotient de deux d'entre elles est egal a 
une fonction de x seul indépendant du paramétre u et ne posséde par 
suite ni zéros ni infinis variables. 

En ce qui concerne cette »équivalence relative» des formes on peut 
remarquer ici en passant, que les propositions qui s'appliquent ici s'énon- 
cent mot pour mot comme celles qui ont trait aux questions analogues 
dans la théorie supérieure des nombres, toutefois le nombre des classes 
des formes non équivalentes est évidemment dans ce cas infini puisque 
le degré d'une forme peut étre egal a tout nombre positif ou négatif. 
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% 2. Des foncHons algébriqucs et des for mes homogénes 

alffébriques. 

Soit y une fonction algébriquc de Xy d'ordre w, y sera donné par 
une équation irréductible de degré n dont les coefficiénts rationnels (en- 
tiers ou fractionnaires) sont des fonetions de x. Si on divise cette équa- 
tion par le coefficient de y** on obtient une équation de la forme sui vante: 

(O ny , ^) = y" + M^)f~' + M^)f + . . . + A(^) = o 

oti les n coefificients A^{x) ^ ..., -4„(^) sont des fonetions rationnelles de 
X. Faisons de suite la supposition que les coefificients sont déja mis sous 
une forme réduite et que par conséquent pour aucun d'eux il n'y aura 
-un diviseur comraun au nuinérateur et au dénominateur. 

A chaque valeur {x = a) correspondent n valeurs ftj , Jj , . . . , ft» de 
y que Ton saura calculer avec une approximation donnée en se servant 
de Téquation 

(i a) /-(y , a) = y" + ^i(a)y"-' + . . . + AM = o. 

Ces valeurs ne seront toutes finies (a ayant par hypothése une valeur 
finie) que dans le cas seul ou aucun des n coefificients Ai{a) n'est infini, 
c'e8t ä dire dans le cas seul ou le facteur linéaire {x — a) ne figure au 
dénominateur d'aucune des fractions -4j(a;) , . . . , A^{xy Pour a; = cx) au 
contraire les n valeurs de y n^auront une valeur finie que si cette valeur 
de X n'est un infini pour aucun de ces coefificients; que si, par conséquent, 
dans tous ces coefificients, le dénominateur se trouve étre au moins de 
degré egal ä celui du numérateur, 

Considérons maintenant toutes les fonetions rationnelles z de x ety^ 
oii y se trouve lié a la variable indépendante x par Téquation (i). Celles- 
ci constituent alors un domaine dont les membres se reproduisent par 
les operations élémentaires de calcul, puisque la somme et la dififérence, 
le produit et le quotient de telles fonetions reproduit une fonction de 
méme espéce. Uensemble de ces fonetions appartient d'aprés Riemann ^ 

* Théorie des fonetions abéliennes, § 12. 
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a une seule et méme classe de fonctions algébriques; elles constituent 
d^aprés Kronecker »un genre de fonctions algébriquesD que Ton peut 
caractériser par le symbole G{y , x). 

Considérons donc une quelconque des fonctions z de ce genre, on 
pourra toujours la mettre sous la forme 

^ et <p désignant des fonctions entiéres de o; et y. Nous ferons des le 
debut une premiére hypothése: c'est que le dénominateur de Texpression 

(2) n'est pas divisible par la fonction irréductible f{y , x) sans que ce 
facteur se trouve également au numérateur; car alors z prendrait des 
valeurs infinies pour toute valeur de x. Des lors on sait qu'on peut 
toujours mettre z d'une et d'une seule fa9on sous la forme d'une fonction 
entiére de y de degré moindre que n a coefficients représentés par des 
fonctions rationnelles de x. Donc toutes les fonctions z du genre GitfjX) 
et celles-la seulement pourront se mettre sous la forme 

(2 a) z = ii^+u^y + ... + w„__ij/"-S 

les coefficients w^, , Wj , . . . , w„_i étant des fonctions rationnelles de la va- 
riable indépendiante x. 

Toute fonction z satisfait donc, tout comme y, ä une équation algé- 
brique de degré w, 

(3) ^ + 93i(^)^"-^ + . . . + 93n(^) =- o 

dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de x mises sons forme 

réduite. Pour obtenir cette équation de la fa^on la plus simple on ra- 

méne les n produits ^ '-' 

'z,zy y...y zy""-^ 

ä étre de degré (n — i) en y au moyen de Téquation (i). Des n équa- 
tions linéaires dont Texpression générale est 



*=1 



(4) zy'~' = ^ «<*/"', [•■-'•» "1 



ou les n^ coefficients it^ sont des fonctions linéaires et homogénes de 
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^0 > • • • j Wn-i> ^" déduit, en éliminant i ,y, ... , y""*» Téquation cherchée 
80US forme de déterminant 



(4 a) 



(Wu — Z) 



u 



\i 



• • • 



u 



In 



U, 



21 



v 22 """"" / • . . 



u 



3n 



U 



n\ 



u 



n? 



• • • («^n — ^) 



= O. 



La fonction algébrique z ne pourra devenir infinie pour une valeur finie 
(x = a) de la variable indépendante que si le facteur linéaire corres- 
pondant (x — a) figure dans le dénominateur commun des n fractions 
35j(a;) , 93,(a;) , . . . , 93„(a;). Soit B^^x) ce plus petit dénominateur com- 
mun, posons 

on pourra écrire Téquation en e sous la forme 



(5) 



B,{xy + B,{x)z^-'' + ... + B,{x) = o, 



et les zéros de Bq{x) correspondront alors seuls a des infinis de z. 

On peut maintenant, tout comme dans le chapitre précédent a propos 
des fonctions rationnelles, représenter les fonctions algébriques z par le 
quotient de deux autres fonctions, qui ne deviennent jamais infinies; le 
dénominateur s'annulera pour tous les infinis et le numérateur pour tous 
les zéros, tant que ceux-ci conserveront des valeurs finies. Si on pose 



(6) 



z = 



B^x)' 



on voit immédiatement que la fonction entiére B^{x) ne devient infinie 
pour aucune valeur finie de x. 

Il en est de méme du numérateur z^^ car si on remplace z par sa 
valeur (6) dans Téquation (5), on reconnait que z^ satisfait a Téquation 

(7) z\ + B,{x)z\-' + B,{x)B,{x)zr' + ... + B,{Ty-'B„{x) = o 

dont les coefficients sont des fonctions entiéres de x qui ne deviennent 
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jamais infinies pour des valeurs finies de la variable, ee qui démontre 
la proposition. 

Il est au contraire impossible avec les moyens don t nous disposons 
ici de représeriter la fonction algébrique z par le quotient de deux quan- 
tités qui restent toujours finies, des que la variable indépendante peut 
prendre la valeur [x = co), puisqu'alors le numérateur de la fraction 

(6) comme aussi son dénominateur devient infini. Mais si on emploie 
et généralise le mode de representation des fonctions par des formes 
hornogénes, mode exposé dans le chapitre précédent, on pourra égale- 
ment dans le cas actuel représenter avec facilité toute fonction algébrique 
par le quotient de deux formes, qui toutes deux restent finies pour des 
valeurs finies et infinies de la variable. 

Dans ce but multiplions Téquation fondamentale (i) qui donne 
t/, par le dénominateur commun de toutes les fonctions fractionnaires 
^j(ir) , . . . , -4„(a;), on obtient alors la nou velie forme d'équation 

A,{x)if + Ä,{x)jr-' + . . . + Än{x) =■■ o, 

011 5„(a:) , . . . , X,(^) représentent des fonctions entiéres de x sans di- 
viseur commun dont le degré en x soit au plus egal a m, Renipla- 

9ons maintenant äans celles-ci x par le quotient des formes ~ et chassons 

le dénominateur x"^ qui 8'introduit par cette substitution, en multipliant 
tous les termes par celui-ci; Téquation précédente se transforme alors 
en la suivante: 

(7) A^{x^ , rcjy" + A^{x^ , rrj?/"-^ + . . . + ^„K , x^) = o, 

o\x maintenant les coefficients Ai{x^ , x^ représentent des formes homogénes 
de (rCj , x^) et de degré m. 

Il en résulte immédiatement que y ne peut devenir infini que pour les 
zéros fixes de A^{x^^x^), parce que les autres coefficients ont tous leurs 
infinis variables avec le paramétre ti et par suite dépendent de celui-ci 
et que y lui-méme est complétement indépendant de u. 

Grace a cette forme de Téquation (i), soflfre maintenant a nous une 
representation de la variable y comme quotient de deux formes toujours 
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finies, qui sera d'une importance capitale dans les considérations qui vont 
suivre. Posons en effet: 

il résulte de Téquation (7) que rj satisfait ä Téquation algébrique suivante 

o = ly'' + A^{x,,x^)7j''-' + A,{x^,x^)A^{x^,x^)rj''-' + ... 

+ A,{x^yX^)Ar'{x,yX^) 
ou plus simplement 

(9) rj^ + ^,{x,,x,)7j''-' + d,{x,,x,)ri^-' + . . . + ötn(^i ,^,) = o, 

oii maintenant les n coefficients 

sont des formes entiéres et homogénes de {x^,x^) et de degré 

m , 2m , . . . , nm. 

Il en résulte que tj ne posséde aucun infini fixe, car les infinis des coeflPi- 
cients ^i{x^,x^) dépendent tous de ti. On voit de méine que le dé- 
nominateur de la fraction (8) ne posséde aucun infini fixe; y ne dé- 
pendant aucunement de w, il sen suit que cette fonction ne peut ni 8'an- 

nuler ni devenir infinie soit pour les zéros variables du quotient -j- soit 

pour ses infinis variables. 

On voit done que ce sont les zéros et les infinis fixes seuls de cette 
fornie qui correspondent a des zéros et infinis de la fonction algébrique 
y, et comme enfin dans ce quotient il n^existe aucun infini fixe soit pour 
le numérateur, soit pour le dénoininateur, il s*en suit que les zéros de 
y correspondent seulement aux zéros du numérateur ly, et ses infinis aux 
zéros fixes du dénominateur A^(x^ , x^). 

Il est maintenant aisé de représenter toute fonction rationnelle f{Xyy) 
de X et y, ou toute quantité du genre G{tf ^ x\ par le quotient de 
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deux formes nayant chacune que des zéros fixes sans posséder aucun 
infini fixe. Posons en effet: 

^ — — j y — ~Ä~} \» 

f{x , y) se transforine en 

^(^1 » ^2 > ^) étant une fonction rationnelle des trois variables qui se trouve 
aussi en quelque sorte étre homogéne, ciir c4Ic reste invariable quand on 
y reinplace 

On a donc 

(i o) F{tx, , te, , riy) = i^(a;j , rr, , ly). 

Car tandis que x^ j x^j rj prennent ainsi des formes dififérentes, les quotients 

X = —j y = -j-^- — T ne changent pas quand on efifectue cette substitution. 

Inversement on reeonnait que toute fonction rationnelle F(^^ > ^a j ^) qui 
satisfait a Téquation (lo) pour une variable f, est nécessairemcnt égale ä 
une fonction rationnelle de a; et ?/ et par conséquent est indépendante 

du paramétre u. Car si on remplace la variable t par — Téquation (lo) 

devient 

i\x, ,x,,ri) =■ f(^ , i , 4) = n^ , » » yAi^ » O), 

\^t ar, / 

ce qui démontre la proposition. 

Or toute fonction rationnelle de {x^ > ^2 j 7) p^ut se mettre sous la 
fornie du quotient de deux fonctions entiéres, a savoir: 

Si on veut que ce quotient soit indépendant du paramétre u, si on veut 
par suite que pour une variable t Tidentité suivante ait lieu, a savoir: 

f(tx^ , ix^ yt^^rj) ^ fix, ,x^,rj) 
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il faudra, a une méine puissance de t prés, que numérateur et dénomina- 
teur restent chacun in variable quand on y efifectue eette substitution; ces 
deux fonctions devront donc satisfaire a Téquation 



(II) 



g{tx^ , tx^ , t"'7j) = V'g{x^ , x^ , rj), 



H étant un nonibre arbitraire, entier et positif. En effet si f et ff satis- 
font a ces conditions leur quotient sera indépendant de t et par suite du 
paramétre u. Si cette condition n^est pas remplie, on peut évidemment 
réunir dans /* comme dans g tous les produits de la forrne x^^oc^rf en 
un seul et méme terme, qui apres cette substitution de tx^y tx^j V^rjj ä 
^1 > ^3 ? 7 contiennent la méme puissance de t en facteur. Soit donc 



f f.+f, + ^'' + fi 



h 



9 9i + 9, + '- -^ 9t 



on obtiendra pour ce quotient, la substitution étant effectuée, une ex- 
pression de la forme 

jntf^ + <^«/; + . . . + t^ ^fk 

qui ne peut étre indépendante de la variable t que dans le cas seul ou 
celle-ci disparait entiérement du quotient, c'est a dire si 

h = k = iy fi^ = p^ :=z fji^ 

et cette condition revient a celle exprimée par les équations (ii). 

Une fonction rationnelle F{x^ , x^ , oy) qui jouit de la propriété sui- 
vante: a savoir que Ton a identiquement 

F{tx^ , tx, , rrj) = V'F{x, , X, , rj), 

sappellera une fonction homogéne de ces trois quantités et le nombre 
entier /i (qui peut étre positif, nul ou négatif) portera le nom de degré 
d^homogénéité ou seulement de degré de F{x^ , x^ , rj). La proposition 
exprimée par Téquation (lo) pourra des lors senoncer plus simplement 
comme il suit: 

Une fonction rationnelle F(rr, j x^j rf) n'est égale a une fonction 
rationnelle de o: et y (et par suite n^est indépendante du para- 
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métre u) que dans le cas seul ou elle est une fonction hoinogéne 
de degré o. 

La proposition qu^on vient de trouver prend alors la forine sui vante: 

Toute fonction rationnelle de a; et y peut se mettre sous la forme 
du quotient de deux fonctions entiéres et homogénes de {x^ > ^3 j 7) 
de méme degré, et inversement tout quotient de cette espéee est egal 
ä une fonction de x et y. 

Soit donc inaintenant une fonction arbitraire représentée de cette 
fa9on par le quotient 

/ le nuinérateur et le dénominateur étant des fonctions entiéres et homogénes 
de (iTj , x^ , 7j), on reconnait de nouveau que les zéros et les infinis va- 
riables du nuniérateur et du dénominateur, c'est a dire ceux qui dépendent 
du paramétre u, ne peuvent étre en aucune fa9on des valeurs singuliéres 
de F{x , y), puisque cette fonction ne contient aucunement ce paramétre. 
Les valeurs singuliéres de F ne peuvent donc se presenter que pour les 
zéros et infinis fixes de f et g, Les fonctions entiéres f{^i y oc^ , yj) et 
g{x^ ? ^3 > 7) ^^ possédent aucun infini fixe mais seulement des zéros fixes, 
puisque x^ ^ x^, rj n'ont eux-mémes que de telles valeurs singuliéres. Donc 
les zéros de F{x , y) se trouvent seulement parmi les zéros fixes du nu- 
mérateur f{x^ , x^ , rj), et les infinis de F{x , y) seulement parmi les zéros 
fixes du dénominateur ff{x^, x^jTj), Toute fonction 2i^(a; , y) est maintenant 
mise sous la forme d'un quotient de deux fonctions qui ne deviennent 
jamais infinies indépendamment du paramétre u. Comme enfin on peut 
représenter toute fonction du genre G{yyX) par le quotient de deux fonc- 
tions de x^ , x^y 7j entiéres et homogénes, nous sommes conduits dans la 
sirite a n^étudier que des fonctions entiéres et homogénes de x^y x^j rj] et 
comme ce sont leurs zéros fiooes qui interviennent seuls dans ce mode de 
representation nous ne considérerons que ceux-lå, sans nous occuper des 
valeurs singuliéres variables avec le paramétre w. 

De méme que pour les formes en (x^ , x^) on pourra aussi ranger 
en classes les fonctions homogénes de {x^ > ^2 > 7) selon leur degré fx. Les 
fonctions de degré o se distinguent des autres en ce que seules elles sont 
égales a des fonctions rationnelles du genre G (y , x)] elles sont par suite 
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indépendantes du paramétre u, Cest donc a bon droit que nous dé- 
signerong cette classe de fonctions homogénes par »classe principalen. 

Nous tirons de suite comme conséquence immédiate du second théoréme 
qui vient d'étre énoncé la conclusion suivante: le quotient de deux fonc- 
tions F[x^ , x^ , 7j\ (^{x^ y ^7J v) ^^ ^néme classe est egal a une fonction de 
la »classe principalen) ou a une fonction^ du genre G{y . x); ou ce qui 
re vient au méme: deux fonctions d'une méme classe sont toujours pro- 
portionnelles a deux fonctions rationnelles de {x , y), Nous pouvons 
encore dans ce cas, poursuivant plus loin Tanalogie avec les definitions 
correspondantes de la théorie des nombres, considérer deux fonctions de 
la méme classe comme »relativement équivalentes». En particulier toute 
fonction homogéne de (x^ > ^2 j 7) ^^t équivalente a une fonction homogéne 
de (a^i,a;,), par exemple a ir5, Texposant /j, étant egal a son degré. 



§ 3. Des fornies Jiofnogénes entiéres et de leur representation 

par un systhme fondamentaL 

Il résulte des propositions énoncées dans le chapitre précédent qu'au 
lieu de considérer les fonctions du genre G(y , x) ellcs-mémes, il suflfit 
d'étudier les fonctions de {x^ > ^2 > ^y) rationnelles et homogénes en suppo- 
sant que tj satisfait a Téquation irréductible (9) trouvée au chapitre pré- 
cédent, ä savoir: 

(i) 17" + a^{x, , x,)7j''-' + ... + a,{x, , X,) = o, 

et nous n'aurons besoin de considérer ici que les valeurs singuliéres fixes, 
c'est-a-dire indépendantes de u. Ces fonctions constituent aussi a elles 
seules une suite indéfinie, un genre, dont les divers membres, avec une 
modification naturelle que Ton va indiquer, se reproduisent par les opera- 
tions de calcul élémentaires : addition, soustraction, multiplication, di- 
vision. Si on suppose en eflfet que tj^ et rj^ soient deux fonctions ho- 
mogénes arbitraires de {x^ , x^ , ly), jul^ et /i^ étant leurs degres respectifs, 

on voit que lyjiy^ et — sont également des fonctions homogénes de degré 

Vt 

f^\ "I" /^2 ®^ /^\ — /^2 • ^^ généraliserait cette propriété pour le produit 
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d'un nombre quelconque de fonctions yj. Au contraire la somine et la 
différence de iy^ et tj^ ne se rönt homogénes que dans le cas particulier 
seul oii ces fonctions sont de méme degré, oii par conséquent elles appar- 
tiennent a une méme classe. Cest pour cette raison que dans ce qui va 
suivre nous n effectuerons Taddition que pour les fonctions de méme classe. 
Puisque, sous cette restriction, les fonctions rationnelles de {x^ y ^^^yj) 
förment un ensemble fermé, il convient d'appeler cet ensemble un genre. 
Nous la désignerons par le symbole G{x^ , x^ , yj). 

Les considérations suivantes colncident au fond avec celles qu'on a 
exposées au commencement du chapitre précédent, aussi sufFit-il de n'in- 
diquer ici que les resultats correspondants. 

Chaque fonction w du genre G{x^ > ^2 > 7) P^^t se mettre d'une et 
d'une seule fa9on sous la forme d'une fonction de degré (w — i) de ly, 
a savoir: 

(2) M' = w^ + w^iy + . . . + u„_^f-\ 

w^ , Wj , . . . , w^_, representant des fonctions rationnelles de {x^ , x^) seule- 
ment, fonctions entiéres ou fractionnaires. Car a cause de Tirréductibilité 
de Téquation en v? irréductibilité qu'on a supposée exister, et qui entraine 
aussi celle de Téquation en ^, une équation 

(2 a) w, + Mjiy + . . . + w„_,r/-' = o 

ne saurait exister que si tous les n coefficients u^ , w^ , . . . , m„_, sont si- 
multanément nuls. Nous désignerons pour cette raison les n fonctions 



n-\ 



(2 b) I , ^ , 5?% . . . » 57 

comme un systéme de fonctions linéairement indépendantes du genre 
Gr{x^ , x^ , Ty), car elles ne sauraient étre reliées par aucune équation li- 
néaire (2 a). 

Il est clair quon peut trouver une infinité de pareils systémes de 
n fonctions linéairement indépendantes. Soient en eflfet 

(2 c) ^, 1 ^3 , • • • , 57.- 

n fonctions homogénes du genre G, si on les exprime séparément au moyen 
des fonctions (2 a) on obtient les équations suivantes au nombre de n 



(2d) 
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i 7n = «*nO + W„i7 + . . . + \Kn-\yf \ 



oii les coefficientfi ?/^-^ sont de« fonctions homogénes de {x^ , x^). Si le 
déterminnnt de la substitution, a savoir; 

l^t* I U=0,l,...,n-V 

est différent de zéro, on pourra exprimer les valeurs (i , oy , . . . , 17""^) en 
fonction du systéiue (57, , 573 , . . . , 57»); ces derniércs fonctions sont donc li- 
néairement indépcndantes. Si ce méme déterminant est nul, on sait qu'on 
pourra trouver n fonctions u^{x^9X^)j "',u^{x^yX^) non toutes nulles, telles 
que réquation 

^1^1 + • • • + u^yjn = 0, 

soit satisfaite identiqueinent, parce que tous les coefficients de i ,07,..., 17""^ 
a'annulent quand on y reniplace 17, , . . • , ^„ par leur valeur donnée par 
(2 d). Dans ce cas les n fonctions (^i , • . • j 57^) ne sont pas linéaireinent 
indépcndantes. ' 

Soit fi le degré de w dans (2), le degré de chacun des n produits 
UiTj' est egal a fx. Coinine m est le degré de tj et par suite 7ni celui de 
17*, on trouve que le degré ^ de Ui est egal a /i — mi. 

Si en particulier w est une fonction enfiére et rationnelle de {x^jX^yrfjy 
u^jU^y . . . , u^ sont aussi des fonctions entiéres et homogénes de (a?, , x^) 
et comme leur degré est toujours un nombre entier positif, tous les coeffi- 
cients tii pour lesquels le nombre (/i — mi) serait négatif devront dans ce 
cas manquer dans la representation (2). 

Toute fonction tv du genre G{x^ , a?, , 77) satisfait ä une équation de 
degré n 

(3) F{w) = m;" + B,{x^ , x,)w''-' + • • • + -Bn(^, , ^ J = o 

dont les coefficients dépendent de (x^ , x^). 

Ici encore, il est tres facile de former cette équation par Télimina- 
tion de tj entré les n équations 

(3 a) W~^ = ^^^ik^f"^ <«-i -) 

Äeta mathematiea. 18. Imprimé le 13 aoOt 1894. 34 
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que Ton obtient en réduisant au degré {n — i) en ly les w produits ti;^*""* 
en se servant de Téquation (i). L'éliminant peut 8'éerire alors sous la 
forme du déterminant suivant 



(3 b) 



w-21 (^22 — w;) ... 



^2» 



u 



n\ 



U 



n2 



. . . (w^„ — w) 



= o. 



Il convient de remarquer que Téquation qu'on vient de former n'est 
pas nécessairement Téquation de moindre degré a laquelle satisfasse w. 
Dans la suite nous indiquerons un moyen qui pour chaque valeur w 
perinettra de trouver facilement 1 equation de moindre degré 



(4) 



p{w) = w' + B,{x^ , x^)w'-^ + . . . + B,{x, , x^) = o, 



ä laquelle elle satisfait et qui par suite n^est plus réductible. On dé- 
montre alors par des théorémes connus que si w satisfait a une autre 
equation ^^{w) = o, fi(w;) est nécessairement divisible par la fonction 
irréductible f^{w). En particulier la fonction (3) qiie nous avons trouvée 
précédemment est toujours divisible par ^{w)» 

Soit /£ le degré de la fonction homogéne w;, te; et la puissance oo!^ 
appartiennent alors ä une mérae classe, et le quotient 

w 

est par conséquent complétement indépendant du paramétre u. Rempla- 
9ons w dans(4) par zoc^y z satisfera . alors ä Téquation 

o = z -i ;^ — z -i 5-^ — z + . . . i 



^ 



2/t 
«2 



en 
«2 



il en résulte que les coefiicients de cette equation sont également indé- 
pendants de u. 

Remarquons que cette expression ne saurait se décomposer en plu- 
sieurs au tres de degré différent, car chacune de vrait alors étre séparément 
nulle, il sen sui vrait que Zj et par conséquent aussi u;, satisferait ä une 
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équation de degré inférieur a e, ce qui est contraire ä Thypothése pré- 
cédente. 

Donc chacun de ces coefficients est une fonction homogéne (entiére 

ou fractionnaire) de x^ , x^ et les degres de 

B,{x^ , x^) , B^{x^ , djj , . . . , B,{x, , x^) 

sont respectivement 

/£ , 2/i , . . . , eJ/£, 

/i étant le degré de w. Nous considérerons des le debut tous ces coeffi- 
cients sous leur forme réduite, nous supposerons donc que les facteurs 
linéaires de la fonne {a'x^ — ^"^i) V^^ pourraient se trouver coniinuns 
au nuinérateur et au dénominateur ont été supprimés préalablement. 

L'équation (4) définit w comine une fonction algébrique et bien dé- 
terminée de Xy pour toute valeur fixe du paramétre u; ou, ce qui en 
revient au méme, cette équation représente pour toute valeur de u une 
courbe algébrique bien déterminée. A une valeur x = a correspondent 
des valeurs de w finies, ou des points de la courbe ä distance finie, dans 
le cas et dans le cas seul o\x aucun des e coefficients Bt{x^ , x^) ne de- 
vient infini pour cette valeur de x. Nous appellerons au contraire cette 
valeur {x = a) un infini de w;, si au moins un de ces coefficients et par 
suite aussi au moins une des e valeurs correspondantes de w devient infinie 
pour cette valeur. 

Si on laisse u prendre toutes les valeurs possibles, w représente un 
faisceau de fonctions algébriques, Téquation (4) en w déterinine donc un 
faisceau de courbes algébriques. 

Nous appellerons la valeur {x = a) un infini fixe de w dans le cas 
ou pour chaque valeur de u elle est un infini de m?, dans le cas, par con- 
séquent, ou toutes les courbes du faisceau ont en cet endroit au moins 
un point fixe a distance infinie. La valeur x = Uj ou, comme nous 
pouvons encore écrire, la valeur 

«, a' 



a?, a 



est un tel infini fixe et ne Test que dans le cas seul oii le facteur Ii- 
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néaire {(x'x^ — ^"^y) correspondant ä cette valeur, se trouve en dénoiniiiateur 
dans au moins un des coeftlcients Bi{x^ , x^). Si ce n'est pas la le cas, 
on peut toujours choisir le paramétre u d*une infinité de nianiéres de 
fa9on que les valeurs correspondantes de w se trouvent toutes étre finies. 
Une importance toute particuliérc doit étre attaehée aux fonetions 
Wj qui, quelle que soit la valeur de x correspondante, ne possedent 
aucun infini flxe, qui correspoiident par conscquent a un faisceau de 
courbes n'ayant aucun point commun situé a Tinfini. Celles-ci sont évi- 
deniment caractérisées en ce que les e coefficients Bi{x^ , x^) qui figurent 
dans réquation (4) n'ont aucun dénominateur, qu elles sont par suite des 
fonetions entiéres et homogénes de x^ , x^. Une telle fonction w doitétre 
appelée une fonction älgéhriqiie entiére ou une fonction entiére du genre 

De cette definition des fonetions algébriques et entiéres on déduit 
iiuniédiatenient une suite de propriétés qui leur appartiennent. Il résulte 
d'abord que Thypothése que nous avons faite ici a savoir que w est une 
fonction algébrique entiére peut étre reniplacée par une bien plus géné- 
rale. Si w satisfait en efifet a n*iniporte quelle équation, irréductible ou 
non, ^[iv) = o dont les coefficients sont des fonetions entiéres de x^yX^j 
w est égalenient entier et algébrique. Car soit ^{iv) = o Téquation de 
uioindre degré qui détermine w, ^{w) sera un diviseur de (p{w)^ on 

aura donc 

<p{w) = ^{w)0{w) 

et on déniontre aisénient que ^{w) a comnie coeff'icients des fonetions en- 
tiéres de .'Cj , x^y si tel est le cas pour ^{w). En particulier lu est toujours 
algébriquement entier lorsque Téquation (3) de degré n a ses coefficients 
entiers. 

Une fonction homogéne w a aussi le caractére d*étre algébriquement 
entiére quand on peut détenniner d*une infinité de fa9ons le paramétre 
u de maniére que toutes les quantités conjuguées a iv possedent des 
valeurs finies pour une valeur arbitraire x = a donnée a Tavance. 

Considérons maintenant deux fonetions w^ et iv^ algébriques et en- 
tiéres et déterminons le paramétre u de fa^on que les quantités conjuguées 
k w^ et k w^ soient finies pour cette valeur .t = a, il en sera alors de 
méme pour leur somme w^ -j- w^ et leur produit w^w^y et comme cette 
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propriété peut ctre éteiidue a un iiombre quelconque de graiideurs algé- 
briques et entiéres, on peut énoncer le théoréme suivant: 

La sonnne et le produit d'uii nombre quelconque de fonctions algé- 
briques et entiéres ost aussi une fonction algcbriquenient entiére. 

Il 8*en suit iinmédiatenient que tout polynome en tj dont les coeffi- 
cients sont des forines de x^ , x^ entiéres et homogénes est égaleuient 
algébriquement entiére, et cornnie une telle fonction de Ty peut toujours 
se raniener au degré (« — i), on peut énoncer le théoréme suivant: 

Toute quantité w Åxx genre G{x^ , x.^ , ly) est algébriquement entiére, 
quand, en la mettant sous la forme 



n--l 



(5) w; == w^ + li^ri + . . . + iK-\fi 

les formes homogénes w^ , w, , . . . , w„ .^ sont toutes des fonctions entiéres. 
Les n quantités (i , ly , . . . , yp~^^ förment donc aussi un systéme de 
n fonctions enticres et linéairement indépendantes du genre G{x^ , x^ , rj). 
On peut évidemment trouver une infinité de systémes de fonctions li- 
néaires, indépendantes, entiéres et algébriques. Soit en effet oy, , •••j^«, 
n fonctions' algébriquement entiéres et soit en general: 



yji = *«to + Wiiiy + . . . + w,-,„_iTy'* , (i- 1,2. ....») 

on démontre exactement de la méme maniére que précédemment que ces 
fonctions sont indépendantes dans le cas seul 011 le déterminant de la sub 
stitution 

n'est pas identiquement nul. Une importance toute particuliére s'attaclie 
ici au degré total d'un pareil systéme (y/i , . • . , 5y„) de quantités entiéres 
indépendantes, je veux dire a la somme des degres des n fonctions 
^1 > ^2 ' • • • ' ?«• Celle-ci se trouve évidemment étre, pour le systéme 
I , iy , . . . , if~^ 

■ 

o + ^w + 2w + • • • + (w — ijwe = m— > 

Comme le degré d'une fonction entiére et homogéne ne peut jamais étre 
un nombre entier négatif, il en est de méme également du degré total 
d'un systéme de fonctions indépendantes et entiéres. 
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Toute quantité du genre peut étre iiiise sous la forine (5), ce- 
pendant les coefficients w^ , . . . , w„_i seront en general des forines de 
C^i 7 ''^a) fractionnaires et honiogenes. Si on réduit tous ces coefficients au 
méme dénoniinateur, chaque forine honiogcnc de ce genre, qu'elle soit 
algébriquement éntiére ou non, se présente sous la forme 

(^^ ^"" W[T^) ' 

les coefficients i^^ , w^ , . . . , u^^_^ et le dénominateur N[x^ , x^) étiint des 
forines de [x^ , x^) seulement, entiéres et lioinogenes. On peut ménie des 
le debut supposer que ces (n + O formes de {x^^ , x^ n'ont plus aucun 
facteur linéaire commun puisqu^on pourra toujours commencer par dé- 
terniiner celui-ci et par le supprinier. Donc, puisque dans ce mode de 
representation de w sous forme de fraction, ni dénominateur ni numé- 
rateur ne posséde un infini fixe, il s^en suit que, dans cette representation 
des quantités tv du genre G{x^ , x^ , y]\ de méme que précédemment dans 
celle des fonctions de {x^ , x^) seulement, les zéros fixes de w doivent tous 
se trouver parmi les zéros fixes du numérateur et les infinis panni les 
zcros du dénominateur. 

Par contre la representation des quantités w du genre G[x^ > ^3 j 7) 
sous la forme (6) est encore tres défectueuse en ce que la fraction qui 
y figure n'est pas réduite de fa<;on que son numérateur s'annule seule- 
ment pour les zéros de w et son dénominateur seulement pour les infinis 
de cette méme fonction. Par les considérations suivantes je veux montrer, 
comment on peut lever cet inconvenient. 

On peut considérer d'abord le cas ou un des facteurs linéaires du 

dénominateur, soit: 

Cl = a'j^i — OL^x.^ , 

se trouve contenu dans le numérateur bien quil ne soit pas en facteur 
dans les n coefficients ii^ , ii^ , . . • , w»_ij c est a dire, que le quotient 

(6 a) y] = ^^ '— 

soit algébriquement entier, sans que le facteur linéaire f^ au dénomina- 
teur puisse s'enlever directement. 
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Si tel est le cas, nous prouverons tout de suite par une considération 
facile qu'alors le systéme (i , iy , . . . , Ty"""^) peut étre remplacé par un 
autre systéme de fonctions entiéres et algébriques, dont le degré total est 
inférieur d'une unité ä celui du premier systéme; on peut abaisser de 
nouveau le degré de ce second systéme, dans le cas oii une quantité 
algébriquement entiére ne peut étre représentée par ce nouveau systéme 
que sous forme fractionnaire et ainsi de suite. Le degré total d'un tel 
systéme ne pouvant jamais étre négatif, on doit nécessairement finir par 
arriver a un systéme 

\7) S 1 > Sj > • • • j Sn 

de n quantités linéairement indépendantes, entiéres et algébriques, qui peu- 
vent servir a représenter toutes les fonctions algébriquement entiéres par 
des formes linéaires et horaogénes, n'ayant aucun dénominateur N(x^ , rr,), 
c^est a dire dont les coefficients sont des fonctions entiéres de (x^ , x^). 

Un tel systéme (7) sera appelé un systéme fondamental du genre 
^(^1 > ^'2 > 5y)- et on peut maintenant énoncer comme il suit sa propriété 
caractéristique : 

Soit (fijfj,...,^ ^^ systéme fondamental d'un genre G{x^jX^j7j)j 
toutes les fonctions algébriquement entiéres de celui-ci et celles-la 
seulement sont comprises dans la forme 

Wj , ?^j , . . . , w„ étant des formes entiéres et homogénes de x^y x^. 

La remarque suivante démontre Texistence reelle d'un pareil systéme 
fondamental pour tout genre G{x^ , x^ , 7J). Si le systéme (i , Ty , . . . , rj^"^) 
n est pas un systéme fondamental, il existe au moins une fonction ho- 
mogéne 

V") Vo — f^ 

qui est algébriquement entiére, bien que le facteur linéaire ^^ ne soit 
pas contenu dans tous les n coefficients w,(a;i , x^ du numérateur. 
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Soit Cj 11" facteur linéaire quelconque qui ne soit pas cquivalent a 
Cj, fioit donc 

fl = «'^i — a"-^' 

oii los zéroR ^ et v de f, et f„ ne coincident pas, on peut remplacer 

^1 ^* ^'1 V^^ ^^^^ valeur en f, , f^ ^^^^^ ^^s coefficionts u^ipr^ , .r,); jy^ de- 
viendra dans ce oas 

(8 a) i7o = > 

Si maintenant dans chacune des n formes homogenes w,(c, , c^) ^le dogré 
Xi on scpare des autres le terme indépendant de f^, oh pourra écrire le 
coefFicient w,(c, , f^) comme il suit 



/» 



^'0 ^ ?'i , . . . . '^n-i étant des constantes. 
Posons pour abrcger 

rio = <(Ci , O + ^/;(fi , cjiy + .. . + <-,(f, , c,)oy"-\ 

(9) ^0 = J^ 

on obtient pour rj^ la forme suivante: 

570 = ^i + ^i 
ou bien 

et comme évidemment yj^ est algébriquement entier, il résulte de la der- 
niére équation que la quantité tjq trouvée précédemment doit aussi étre 
algébriquement entiére. 

De ce fait que yj^ et par suite aussi tjo' ^st homogéne, il résulte que 
les degres des produits respectifs {^\'yj) du numérateur ont méme degré 
et que par suite chacun des exposants entiers ^v^, , ^i, , . . . , A„_, est plus 
petit que le précédent. Soit donc ^;^ la derniére constante du numérateur 
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de lyé' qui soit différente de zéro, on pourra écrire cette fonction sous 
la forme: 

yjo = C2*. T-^ - 

et il résulte des deux équations relatives a la nouvelle quantité yjf, qu'on 
vient dMntroduire, a savoir 

que fji, est aussi algébriquement entier, parce que d*aprés la premiére 
expression yjf^ ne posséde aucun infini iixe pour le zéro de fj et d'aprés 
la seconde il n'en a pas pour le zéro de f^; et parce qu'il ne peut en 
aucune fa9on posséder d*autres infinis. Si on remplace maintenant le 
systéme primitif 

(lo) I ,7y, . ..,^\..., rp-\ 

par le nouveau 

(loa) I , ly, .. . , ly^, . . . , ly""^ 

dans lequel le seul element nouveau rj^ dépend de ceux du systéme (lo) 
par Téquation 

UU 7»= — = 1 i — rj -\- ... +j-rj , 

on reconnait que (loa) est également un systéme de quantités entiéres 
algébriques linéairement mdépendantes, parce qu'on voit irnmédiatement 
que les elements du premier systéme (lo) peuvent s'exprimer au moyen 
de ceux du second; on voit aussi d'aprés (i i) que le degré total du 
second systéme est inférieur d'une unité a celui du premier, car le degré 
de la seule fonction nouvelle tj^ qui y figure est egal non pas a celui 

de ly* mais a celui de ^. 

Si ce second systéme ( i , )y , , . . , ^y^ , . . . , ^"^0 ^'^^*' ^i^core pas un 
systéme fondamental, on montrerait exactement comme on vient de le 

Aeta mathematiea. 18. Imprimé le It aoQt 1894. 85 
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faire, qu'on peut remplacer de nouveau ce systéme par un autre de degré 
encore moindre, et en continuant ainsi on arrive nécessairement ä un 
systéme fonda mental (f j , fj , . . . , fn)- 

Il est cependant bon de faire remarquer ici que par la méthode 
simple indiquée, on a seulement établi Vexistence d'un pareil systéme 
fondaraental, mais qu'on n'a pas pour autant indiqué un moyen pour 
le trouver méme dans les cas les plus simples, et c'est précisement ce der- 
nier point qui, dans toutes les applications de la théorie, se trouve étre 
d'une importance capitale. On pourrait, il est vrai, en ne cherchant que 
la clareté et le coté purement abstrait et philosophique, se contenter de 
raper9u qu'on vient de donner pour en faire, sans grande peine, le fon- 
dement d'une théorie compléte des fonctions algébriques, ou, ce qui en 
revient au méme, des courbes algébriques. Cette théorie cependant aurait 
le tres grave inconvénient de ne pouvoir a elle seule servir a déterminer 
en aucune fa^on les propriétés de n^importe quelle classe déterminée de 
courbes algébriques. C*est pourquoi je veux démontrer dans la suite, 
qu'on peut, en partant d'un systéme donné arbitrairement de n fonctions 
indépendantes algébriques et entiéres (par exemple en partant du systéme 
considéré précédemment i , iy , . . . , ly""^ arriver toujours par la resolution 
seule d'un certain nombre d*équations linéaires ä un systéme fondamental. 

Par les considérations que nous venons d'exposer nous avons résolu 
une question dont on verra Timportance dans la suite. Soit en effet 
iVi y V2 9 ' * ' y 7«) ^° systéme de ,n fonctions indépendantes entiéres et algé- 
briques, supposons qu'on connaisse une fonction entiére tj qui, exprimée 
au moyen de ce systéme, se présente sous la forme fractionnaire suivante 

,- J^ , 

sans que le facteur linéaire fj en dénominateur soit contenu dans tous 
les coefficients Wg(a;, , x^) du numérateur, dans ce cas ^ et (oy, , . . . , tj^ 
donnent lieu a un nouveau systéme de n fonctions (lyi , . . . , tjI) indé- 
pendantes et entiéres dont le degré total est inférieur d'une unité a celui 
du systéme précédent et qu'on peut déterminer par la méthode exposée 
plus haut. On reconnait en passant, sans en dire plus long, que ce 
nouveau systéme permet de représenter (17, , . . . , 7j„) aussi bien que ^ sans 
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dénominateur. Toute la tåche qui nous reste encore a faire consiste donc 
ä trouver toutes Ics fonctions algébriques et entiéres tj qui, exprimées au 
moyen d'uii systeme (i^j , . . . , ^„), se présentent sous forine fractionnaire. 



§ 4. Des propriétés prlncipnles du systeme fmidamental^ 

Avant de passer a la formation d*un systeme fondamental nous 
allons mettre en lumiére quelques-unes de ses propriétés pour montrer 
quelle étroite parenté existe entré le systeme fondamental et le genre 
G{x^ , x^ y yj) déja étudié. 

Pour faci liter la lecture nous désignerons dans tout ce qui suit par 
le symbole [ly] le degré d'une fonction homogéne rj de x^jX^^tj. On a 
alors les équations 

W) = M + b"]. 

dont nous ferons usage dans la suite. De la méme maniére nous désigne- 
rons le degré total de m fonctions homogénes iyi,...,^,H P**^* [^i7*-)^m]> 
cest a dire nous poserons 

Une propriété caractéristique du systeme fondamental d'un genre 
G{x^ , x.^ , Ty) peut s énoncer par le théoreme important suivant: 

Un systeme (Ci > Cj , • • • > C) de n fonctions indépendantes entiéres 
et homogénes n'est un systeme fondamental que dans le cas seul 
oii son degrc total Ny est aussi petit que possible, c'est a dire quand 
le nombre entier 

est minimum. 

Soit en effet (^yj ? • • . , Ty„) un systeme indépendant dont le degré est 
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minimum, et supposons que ce systeme ne soit pas fondamental, il devrait 
exister au moins une fonction ^ entiére et algébrique qui représentée par 
celui-ci se présenterait sous la forme fractionnaire 

^ i; 

D'aprés le théoréme énoncé a la fin du chapitre précédent on pourrait 
remplacer ce systeme par un au tre de degré moindre, ce qui est im- 
possible puisque le degré [571 ? ... , ^„] est déja par hypothése un mini- 
mum. Donc tout systeme dont le degré est minimum est un systeme 
fondamental. 

Inversement aussi, le degré d'un systeme fondamental est minimum. 
S*il existait en effet un autre systeme (lyj , ...,3yJ de degré encore moindre, 
on montrerait facilement que ses n elements ne sont pas indépendants les 
uns des autres. Pour le démontrer imaginons-nous les elements des deux 
systémes rangés par ordre de degré croissant, c*est a dire de fa^on que 

K]<[cj<...<[a 

et comparons, en eommen9ant par Ci et oyj, les degres de deux elements 
se correspondant dans une méme colonne verticale. Comme le degré 
[Cl ) C3 > • • . , C] est supérieur a [^1 ? 5?^ » • . . > ^u]^ on arrivera nécessaire- 
nient a deux elements correspondants ^ et iy, pour lesquels on aura 

[7.] < [C] 

et le degré des i premiers elements 571 , ^y^ > • • • > 7* ^^^^ ^ fortiori inférieur 
a celui de f^. Comme (fj,...,c„) est un systeme fondamental, (oy^ ,..., 17^) 
peuvent étre représentcs par celui-ci linéairement et d*une fa9on homogéne 
avec des coefificients entiers, on a donc les i équations: 



(2) 



^1 == otiiCi + . • • + ai,i_iC-i> 
^3 = a-ii^i + • • • + a2,i_iCJ_i, 



. 7» = a»i Cl + . . • + oft,! -1 C- -1 ) 
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011 les elements Ci > C+i > • • • > C ^^ peuvent intervenir puisqu'ils sont de 
degré supérieur a celui des elements i^i , ly^ , . . . , ly» représentés. Mais 
si les i fonctions (^^j , . . . , yj) sont exprimables en fonction linéaire et 
homogéne de (Ci j • • • , C-i)j ^^^^s ^^ sont pas indépendantes les unes des 
autres, car alors on pourra déterminer i fonctions A^y.,,,A^ de {x^yX^) 
différentes de zéro, de maniére quils satisfassent ä Téquation: 

^iVi + ^'iVii + • • • +'Arji = o 

parce qu'aprés la substitution des expression (2) pour (oy, , . . . , tj^ tous 
les coeffieients de (C, , . . . , ^_i) sont identiquement nuls. Il ny a donc 
pas, par suite, de systéme indépendant (^, , . . . , 5y„) de degré moindre que 
le systéme fondamental, ce qui déinontre entiérement le théoréme énoncé 
précédeinment. 

Apres avoir ainsi trouvé la propriété caractéristique' de ce systéme 
fondamental, on est tout naturellement conduit a se demander s'il en 
existe plusieurs, et si tel est le oas, quel rapport les relie entré eux. 
La solution se trouve donnée par un théoréme general, doiit voici Ténoncé: 

Soient (Ci ? C^ ^ • • . j C) et ((^j'; Ci', . . . , C) deux systémes fonda- 
mentaux du genre G{x^ > ^^ > 7) ordonnés d*aprés les degres de leurs 
elements, de sorte qu'en general on ait 

[C]<[C^..] et [C']<[CV,]. 

deux elements correspondants ont toujours le méme degré, c'est a dire 
que Ton a 

[C] = [C]- (r= 1,2, ...,«) 

Pour demon trer ce théoréme, comparons, en commen9ant par Ci et Ci 
les degres de deux elements correspondants. Si le théoréme précédent 
était faux, on arriverait forcément a la fin ä deux elements correspondants 
s] et C< de degré dififérent tels que 

[C]>[c;]; 

on démontre alors exactement comme dans la premiére proposition qu'on 
peut exprimer les i elements (Cl > • • • > C) en fonction linéaire et homogéne 
des (i — i) elements (d j • • • > CJ-i) du premier systéme fondamental, car 
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les elements suivants (^ , d^i > • • j C) sont de degré supérieur a celui 
de (Cl , . . . ; Ci-])' On en concluerait tout comme précédeminent qu'il 
existe une relation linéaire entré (Cl j • • • j CJ) de la forme 

ACi + . . . + Aid = o, 

que ceux-ci ne sont donc pas indépendants; ce qui se trouve en contra- 
diction avec Thypothése suiv^nt laquelle (Ci j • • • > C«) serait un systéme 
fondamental. On doit donc avoir aussi [^] = [C,'], ce qui démontre le 
théoréme énoncé plus haut. 

Ce théoréme conduit ä une relation entré deux systémes fondamentaux, 
relation au moyen de laquelle on déduit aisément tous les systémes fonda- 
mentaux d'un seul. Si on considére en efifet dans deux systémes fonda- 
mentaux (Cl , Ca j • • • j C) 6t (Cl > C2 , • • • ) C«) les elements seuls dont le degré 
ne dépasse pas^ un nombre /jl arbitraire d'ailleurs, mais désigné ä Tavance, 
leur nombre sera, d'aprés le théoréme précédent, le méme dans les deux 
systémes. Soient pour une valeur fx déterminée 

\Ci j » ' • j Cx) et (Cl > • • • > G) 

les elements que Ton considére ici, il résulte de ce qui précéde que les 
A elements Cl > • • • j Ci peuvent s exprimer en fonction linéaire et homogéne 
du systéme C^j-^-jCx ^ Taide de fonctions de x^yX.^ entiéres et homogénes 
comme coefficients, car dans Texpression de ces elements par le systéme 
complet (^ , . . . , Cl) les derniéres fonctions (Ci+i , . . . , C) ^^ sauraient 
intervenir. On peut de méme exprimer les fonctions Ci > • • • > C P^tr le 
systéme (Cl ? . • • ; Cl)- H doit donc exister deux systémes de A éq nations 
linéaires 

Ci = ^CiikCk] Ck = ^TairC? (»,* = ], 2,...,A) 

*=»! T=l 

(«a) et (air) qui entrén t comme coefificients étant des fonctions entiéres et 
homogénes de {x^ , a;J. 

Si on remplace dans les A premiéres équations les fonctions Ct P^r 
leur valeur tirée du second systéme on obtient les équations 

Ci = ^ l^OtaairC? <*'-l»2 A) 

et comme ces équations ne peuvent avoir lieu que si les coefficients de 
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Cl } ' - - j C\ colncident dans les deux membres, on obtient pour les coefK- 
cients de la substitution les A^ équations 



* = l \itf^=0 pour ti 



On en déduit, en appliquant le théoréme relatif å la multiplication de 
deux déterrninants 



a 



it 



«;. 



k'^1 



zlaitatr 



öV = I, 



c'e8t a dire que le produit des deux déterniinants de substitution est egal 
a I. Coinme tous les elements des deux systérnes (a^^) et (oti^) sont des 
fonctions de (x^ , x^) entléres et homogénes, il en résulte que ces deux 
déterrninants de substitution sont elles-méines des constantes diflférentes 
de zéro. On peut donc énoncer le théoréme suivant: 

Si on considére dans deux systémes fondamentaux (Ci ? • • • j C) 
et (Cl > • . • > C) seulement les elements (Ci , • • • > C) ^t (CJ , • • • ? C) 
dont le degré est inférieur a un nombre déterniiné //, un de ces 
systémes partiellcs dérive de Tautre par une substitution a coefFi- 
cients entiers et ä déterminant constant et dififérent de zéro. 

Si en particulier on choisit comme limite supérieure un nombre [i 
supérieur au degré le plus élevé des elements des deux systémes, si donc 
on prend 

/* > [C] 

on obtient le corollaire suivant: 

Tout systéme fondamental (Ci > • • • > O provient de Tun quel- 
conque de ceux-ci (Ci , . . . , C) P^r une substitution dont les coeffi- 
eients sont des fonctions entiéres et homogénes de {x^ , x^ et dont 
le déterminant est une constante dififérente de zéro. 

Si réciproquement (^ , ^ , . . . , C) est un systéme fondamental et 
(si ^ • . . , C) un systéme de fonctions entiéres et homogénes qui provient 
de la premiére par une substitution 

Ci = 2^a,*C (i-i,»,...,»!) 
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dont le déterminant est une constante diflPérente de zéro, (Cl , • • • , C) 
sera un systéme fondamental. Car en résolvant ces n équations on ob- 
tient un systéme 

dont les coefFicients sont également des fonctions entiéres de x^^x^, puisque 
le seul dénominateur qui puisse se presenter, le déterminant | a^ | , est une 
constante différente de zéro. 

Donc puisque pour chacun des deux systémes (C,,..., C) ^t(Cij-..>0 
dont Tun est un systéme fondamental, les elements de Tun s'expriment 
en fonction linéaire et homogéne de ceux de Tautre, les coefficients de 
ces expressions étant entiers, il en résulte que (CJ , . . . , C„) ^st aussi un 
systéme fondamental. 

On trouve donc, d'aprés ce que nous venons de dire, qu'il existe 
en eflPet une infinité de systémes fondamentaux qui dérivent tous les uns 
des autres par une substitution du genre indiqué plus haut, le premier 
systéme étant choisi arbitrairement parmi tous ces systémes fondamentaux, 
qui sont les seuls a jouir de cette propriété; on voit enfin qu'on tient 
en main tous les systémes dés qu'on en a trouvé un. 

Nous allons maintenant a la place de x^ , x^ introduire des quantités 
Sy , fj reliées aux précédentes par les deux équations 

fl = «'^l — «"^3» 

dont le déterminant de substitution (a'y9" — /?"«') est diflPérent de zéro; 
ou bien, ce qui revient au méme, nous allons remplacer la variable in- 
dépendante x par une autre $ qui en dérive par une substitution arbi- 
traire, linéaire et fractionnaire 



e 


ax ' 


— a 


fix. 


-/3-' 


»1 


> Ca > • • 


•,Cn 



Désignons par 



les fonctions homogénes du genre transformé (?(ci > fj > ^) qui pro- 
viennent des elements (Cj j • • • j C) du systéme fondamental du genre 
G{Xy , x^ , 7j)y ce systéme sera également un systéme fondamental parce 
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que (Ci > • • • > Cl) constituent de nouveau un systéme de n fonctions indé- 
pendantes et algébriquement entiéres dont le degré [Ci , Ci > • • • > C»] ^s* 
minimum. 

Comme d'autre part le degré des elements respectifs du systéme, et 
par suite aussi le degré total, reste le méme apres cette transformation, 
on peut énoncer le théoréme suivant: 

Les desrrés 

[CJ , [CJ , . . . , [Q 



O 



des n elements d'un systéme fondamental du genre G{x^ , x^ , tj), et par 
suite aussi son degré total 

restent les mémes pour toute transformation des quantités (a?, , re,), li- 
néaire, homogéne et réversible. I1& sont done des invariants pour toute 
transformation de ce genre, ou, ce qui revient au méme, pour toute trans- 
formation de la variable x linéaire, fractionnaire et réversible. 

Enfin on peut encore soumettre les degres des elements d'un systéme 
fondamental (Ci>^>"mC) ». upe étude plus approfondie. Qu'on s'imagine 
ces elements, ce qui va toujours avoir lieu dans la suite, rangés par ordre 
de grandeur de leurs degres; dans cette hypothése Ci est nécessairement 
une constante et par suite on a 

[CJ = o, 

car autrement toutes les fonctions entiéres du genre G{x^,x^ji^) de degré 
o, c'est a dire les constantes, ne pourraient étre exprimées au moyen du 
systéme fondamental (Ci > <Ji > • • • > O- P^r contre C^ ne peut étre une 
constante sans quoi Ci ^t Cq ne seraient pas indépendants, donc, nécessaire- 
ment [Cj et ä fortiori aussi [^] , . . . , [C„] devront étre égaux ou su- 
périeurs a Tunité. 

Il en résulte que le degré total 

du systéme fondamental est un npmbre entier positif qui est au moins 
egal ä {n — i). 

Aeta matkimaiiea. 18. Imprimé le 15 aoAi 1894. 3g 
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Posons 

N =^ n — I + Pf 

c'e8t a dire 

p = N — n + I, 

ou la constante p sera un nombre entier >^o; celle-ci est un invariant 
de la plus haute importance pour le genre G{x^y x^jTj), ou, ce qui revient 
au méme, pour Téquation primitive 

f{x , y) = o, 

qui définit la cl(isse de courbes algébriques, car les considérations sui- 
vantes nous apprendront que p est un invariant pour la transformation 
bien définie et réversible des trois quantités ^Pj , ii?2 , ^, ou, ce qui revient 
au méme, pour les ^eux variables {x , y). Ce nombre p sera designé 
d^aprés Weierstrass par le Drangj) des courbes algébriques ou du genre 

Mais avant d'employer le 'systéme fondamental pour représenter les 
fonctions du genre G{x^ > ^2 > 7) nous résoudrons en entier d'abord la 
question fondamentale de cette théorie a. savoir: la recherche d'un sy- 
stéme fondamental et sa formation. 



% 5. Conditions nécessaires et sufflsantes pour qu^une fonction algé- 
brique et entiére soU divisihle par une puissance fractionnaire 

d^un facteur- Unéaire. 

Soit 



(O Vi^Viy 



9 'in 



un systéme arbitraire de n fonctions algébriques et entiéres, homogénes, 
que nous supposerons ordonné d*aprés les degres de ses elements, de 
fa^on que 

(I a) [7J<[?J<"-<W 

Si ce systéme n'est pas un systéme fondamental du genre G{x^ > ^j > v) 
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il existe au rnoins une fonction ^ algébrique et entiére qui peut étre 
exprimée sous forme de fraction par le systéme (i), corame il suit: 

(2) 7]=-^ '-^^ ^, 

les coefficients Ui{x^ , x^) ne contenant pas tous fj en facteur. Soit main- 

tenant f, un facteur linéaire arbitraire mais qui ne soit pas équivalent 

a Cj, c'est a dire, soit 

f = a'.r — a"x^, 
(3) 

ou (a'/9" — ^a") ^ o, reinpla9ons dans (2) (u;, , x^) par (fj , f j), on pourra 
conime dans (8 a) du paragraphe 3 laisser de cöté tous les membres. 
de somme dans les coefficients «<^(fj , f^) qui contiennent f^ en facteur 
car ceux-ci sont évideniment algébriquement entiers. Ceci fait, on ob- 
tient comine dans § 3 un reste de la forme suivante 

"^^ — 1 

qui considéré en lui-méme doit étre algébriquement entier. t^j , v^ , . . . , ^n 
sont ici des constantes et les exposants A, ,A2,...,A« de f^ förment évidem- 
ment une suite décroissante de norabres entiers positifs, car d^aprés (i a) 
les degres de (^1 , . . • > ^») förment une suite croissante. Si enfin on met 
7j' sous la forme 

on peut constater conime précédemment que le coefficient de ^" qui figure 
au second membre doit étre également algébriquement entier, 
On obtient donc tout d'abord le théoréme suivant: 
Le systéme (i^j , . . . , 7j„) composé de n fonctions indépendantes algé- 
briques et entiéres n*est pas un systéme fondainental dans le cas seul ou 
il est possible de déterminer un facteur linéaire f^ = a'x^ — a''x^ et n 
constantes v^ ^ v^ , . . . ^ v^ non toutes nulles de telle sorte que la fonction 
homogéne 

(4) J^ 
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soit algébriquement entiére, et par conséquent n'ait pas cl'infini fixe pour 
le zéro de f,. 

Nous allons d'abord considérer le facteur linéaire f, comme donné 
arbitraireinent et nous chercherons a déterminer les constantes v^^v^^ .,., 
v^ de fa9on que le quotient (4) devienne algébriquement entier. Dans 
ce but et pour plus de simplicité, ä la place des n fonctions ^j, ..., ^n 
dont les degres sont en general différents entré eux, nous allons introduire 
les n fonctions 

dont les degres sont tous les mémes et ont évidemment pour valeur 
.commune celle du degré du dcrnier element ly,,, que nous désignerons 
par /i. Avec ces notations nous pourrons définir comme il suit la tåche 
qui nous reste ä accomplir: 

Il faut déterminer de la fa9on la plus générale les constantes 
e^j , Vj , . . . , v^ de fa9on que le quotient 

(5) e=^ '-j^ 

soit algébriquement entier et par conséquent ne posséde aucun infini 
pour le zéro f re = — j de f^. 

Il est clair que les n fonctions de méme degré (^^ , ^^ , . . . , e^ con- 
stituent un systéme de quantités indépendantes, tout comme les fonctions 
(^i > ^3 > • • • > 7n) ^^ degré dififérent dont on les a déduites; toute autre 
quantité du genre G{x^^x^y7J) pourra donc étre exprimée par {e^^e^, ...ye„) 
8OU8 forme linéaire et a Taide de coefFicients, fonctions rationnelles de 

Posons maintenant 
(6) w = v,e^ + v^e^ + . . . + <^„^„, 

v^ , v^ y . . . j v^ ayant des valeurs arbitraires, et exprimons les n produits 
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au moycn du systéme (Cj , (^^ , . . . , e„); on obtient n équations de la for me 

ive^ = Vne, + . . . + r^e», 



We^ — ^Hl^l "i" • • • 4" ^nn^nJ 



les coefficients (y,^) étant évidemment tous des fonctions linéaires et ho- 
mogenes de v^ , . . . , v,^, et dont les coefiicients sont tous des fonctions 
homogénes de (c^ , Cj) de. degré /i, car les produits {wei) sont de degré 
2/i. Par rélimination de ^^ , ^^ , . . . , c„ entré ces n équations on obtient 
finalement une équation de degré n en w qui mise sous forme de dé- 
terminant s'écrit 



(7) 



(-0' 



{vn — iv) 



v 



Ii 



• ■ • 



v 



In 



V 



21 



(^22 *^) • • • 



V 



2n 



• • • 



V 



ni 



V 



n3 



• . . («^n« — tv) 



= «(;" + U,{v^ , t^2 , . . . , Vn)w'""' + . . . + U^{v^ , t;, , . . . , O = o 

qui évidemment pour des valeurs indéterminées des coefficients (t;j,...,v„) 
est irréductible, sans quoi toute fonction algébrique du genre G(fj , f, , ^) 
satisferait a une équation de degré inférieur. 

Du mode méme de formation des coefficients f/^ , . . . , U^ il résulte, 
sans qu'il soit besoin de donner plus de détails, que ceux-ci sont des 
fonctions homogénes et entiéres des constantes v^ y ...,v„ dont les degres 
par rapport a celles-ci sont respectivement i , 2 , . . . ^ n. Comme de 
plus en considérant des valeurs variables des paramétres Vj , . . . , v„ , 
w se trouve étre algébriquement entier, il en résulte que ces coefficients 
sont des fonctions de (f ^ , f,) entiéres et homogénes dont les degres sont 
évidemment égaux respectivement ä /i , 2/i , . . . , w/i, /x étant le degré 
commun des' n fonctions e^ , e^j . , . y e^ comme on Ta supposé plus haut. 

Si maintenant la fonction définie par (5) 
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se trouvait étre aussi algébriquement entiére, Téquation 

fl fl 

ä laquelle e satisfait évideinment, devra avoir égaleinent tous ses coeflfi- 
cieats entiers, donc tous les dénouiinateurs devront disparaitre, sans quoi 
au nioins unc des n fonctions conjuguées ä e deviendrait infinie pour 

le sséro fixe de f ^ . Donc le quotient e = j sera algébriquement entier 

dans le cas seul oii les constantes i;, , v^ , . . . , t;„ sont déterminées de 
fa9on que, en general, ^/»(t;, , . . . , v„) soit divisible par f J ou, ce qui 
revient au méme, de fayon que les n congruences 



(8) 






U^{v^j...j v,) = o modfj, 



soient satisfaites simultanément. Si on développe ces fonctions suivant 
les puissances croissantes de fj, les coefFicients de fj, fl, f?, ...,fr^ dans 
Ui (t^j , t;^ , . . . , v„) devront disparaitre, ces coefFicients étant tous des fonc- 
tions homogénes de degré i en t;^ , y^ , . . . , t;„ a coefficients constants. Les 
n conditions (8) donnent donc un systéine de 

1 + 2 + ... + n = -^ — -' 

équations homogénes en t;^ , . . . , v^ ä coefficients constants, dont une est 
du premier degré, deux du second, enfin n du n® degré par rapport aux 
n inconnues. 

La resolution compléte de ces équations présente déja quand n > 2 
des difficultés presque insurmontables qui disparaissent cependant des que 
nous considérons d'une fa9on plus générale cette tåche qui se présente 
a nous. Nous dirons qu*une fonction entiére et homogéne w est divisible 
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q/j 

algébriquement par un facteur linéaire $^ quand le quotient ^ = zr est 

également algébriquement entier, c^est ä dire ne posséde aucun infini fixe 

pour le zéro (^ = --^) de f,. D'aprés les considérations que Ton vient 

d'exposer il résulte que la fonction w est algébriquement divisible par f ^ 
dans le oas seul ou ses n coefficients (t;^ , . . . , v„) satisfont aux n con- 
ditions (8). Soit maintenant å une fraction quelconque rationnelle, com- 
prise entré zéro et un, et soit ff une quelconque des puissances fraction- 
naires du facteur linéaire f j qui dififérent entré elles seulement par des con- 
stantes. Nous dirons alors, que la fonction algébrique et entiére est algé- 
briquement divisible par la puissance fractionnaire ^^ quand le quotient 

w 

est algébriquement entier en ce sens qu'il ne posséde aucun infini fixe 
pour le zéro (x=^j de fj. Rempla9ons dans Téquation (7) la quantité 
tv par son expression iff, on voit que e satisfait ä Téquation: 

o = e H p e H ^3 e +...H —^ , 

qui montre que é ne posséde aucun infini fixe pour le zéro de fj que 
dans le cas seul oii tous les dénominateurs en évidence disparaissent. 
Donc les coefficients v^ j . . , j v^ devront satisfaire aux conditions 



(9) 



U^{v^y ...yV„) = o mod^\ 
U^^f^^y ...jV„) = o modff^ 



U,{v^j...,v,) = o mod6:^ 

qui sont une généralisation immédiate des congruences du systéme (8). 
Mais une fonction homogéne et entiére l/i(fj , f,) ne peut évidem- 
ment contenir en facteur qu^une puissance entiére de fj. Donc la fonc- 
tion Ui{S^ j fj) ne sera divisible par la puissance fractionnaire ^ que 
dans le cas seul ou elle contiendra la puissance entiére immédiatement 
supérieure de ce facteur linéaire. 
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Dans ce qui va suivre nous désignerons toujours par le symbole |aj le 
nombre entier le plus petit qui est supérieur ou egal au nombre a arbi- 
traireinent donné. Ceci pose, la fonction J7,(fj , f,) entiére et horaogéne 
n'e8t divisible par la puissance fractionnaire ef que dans le cas seul 
ou elle contient la puissance entiére f'/''' en facteur. Nous en déduisons 
comme conséquence immédiate que la fonction w entiére et homogéne est 
algébriquement divisible par la puissance fractionnaire ff dans le cas seul 
oii les coefficients v^ , . , . y v^ sont choisis de fa^on que les n équations 
de condition 

(9 a) 



soient satisfaites, et celles-ci sont absoluraent équivalentes ä celles du 
systéme (9). 

Il est maintenant d'une importance tout a fait capitale pour la 
suite de déterminer les puissances fractionnaires de fj qui divisent 
exactement une fonction algébrique et entiére. Soit donc ^' la plus 
haute puissance fractionnaire de fj qui divise une fonction donnée w, 
nous supposons donc que ^'* ne divise plus w, dés que {\ prend une 
valeur supérieure a d aussi rapprochée de celle-ci que Ton voudra. La 
condition nécessaire , et suffisante pour qu'il en soit ainsi est évidemment 
que les n équations (9 a) soient satisfaites simultanément et que par contre 
une au moins d'entre elles n'ait plus lieu dés que Ton vient ä remplacer 
d par une fraction f7^ supérieure. Si maintenant aucun des w produits 
d y 2d , . . . , nå n'est un nombre entier on a toujours 

to < \to\; 

on peut donc évidemment toujours trouver une fraction o, qui surpasse 
å de si peu que chacun des n produits (?j , 2^^ , . . . , nd^ se trouve in- 
férieur aux mémes nombres entiers respectifs, comme le multiple corres- 
pondant de la fraction å; cette fraction d^ sera donc telle que pour 
i = 1 , 2 , . . . , w on aura 

\iå,\ = \iå\. 
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Mais alors d^aprés (9 a) w est aussi algébriqueinent divisible par la puis- 
sance supérieure ^'.' 

Si donc ff est la plus haute puissance de f^ contenue dans w il faut 
nécessairement qu^un des multiples <?, 2<?, . . . , w<?, iå par exeinple, soit 
egal ä un nombre entier 1»; on devra donc avoir 






I < i < n. 



Si cest la le cas, w peut étre exactement divisible par ff, car la con- 
dition nécessaire et sufFisante pour qu'il en soit ainsi est que les n équa- 
tions de condition (ga) soient remplies et qu*en outre C/i(t;^ , . . . ,t;„) ne 
contienne en facteur aucune puissance de f^ supérieure a \id\ ou m. On 
obtient donc le théoréme suivant: 

Une fonction algébrique et entiére ne peut étre exactement di- 
visible par une puissance fractionnaire d'un facteur linéaire que dans 
le cas seul ou Texposant å est une fraction rationnelle dont le dé- 
nominateur ne peut étre qu'un des nombres i , 2 , . . . , «. 

Dans la recherche de la divisibilité d'une fonction algébrique par 



m 



la puissance fractionnaire d'un facteur linéaire les seuls exposants d = - 
qui peuvent se presenter sont donc ceux pour lesquels 

m < i < n. 

Pour les degres n= 1,2,3,4,5 ^Is sont, rangés par ordre de grandeur 

croifisante ^ 

w = d = 



0,1, 



o,^, », 



I I 2 
32 3 ' ' 

'^'4'3'2' 3'4' ' 

I I 1 2 I 3 2 3 4 
°'5'4'3'5'2'5'3'4'5' '■ 



Aela maifumoHca. 18- Imprimé le 16 aoQt 1894. 
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Pour le degré n le nombre />„ des exposants å fractionnaires qui inter- 
viennent ici est déterrnjné par Téquation 

Pn = f?(o) + f?(i) + . . . + f (n), 

fr (i) désignant Tensemble des nombres inférieurs ä i et premiers avec lui, 
et jr (o) devant étre pris egal ä runité; car quand on passé du degré 
(n — t) au degré n il vient s^ajouter aux p„_i fractions qui existent déja 
encore un nombre egal a f^(w), dont le dénominateur est egal a n et 
dont le numérateur est premier avec n. ^ 

Pour une valeur donnée de n ces exposants d rangés par ordre de 
grandeur croissante peuvent s'écrire: 

de sorte qu'en general 

(loa) öVi > ö\, ^^0=0» ö"^=i. 

On peut donnor de suite ici une propriété caractéristique de ces p 
nombres, propriété qui nous sera utile dans la suite. Soient å^ et <?^^i 
deux fractions consécutives de la suite (10) et soit i un quelconque des 
nombres entiers i , 2 , . . . , n, il ne peut jamais exister un nombre entier 
m entré les deux fractions id^ et iåt^^ car dans Thypothése: 

idt <m < idt^i 
ou 

on serait conduit a admettre que åj^ et åj^^^ ne sont pas deux nombres 
consécutifs de la suite (10), ce qui est contraire a Thypothése primitive. 



' La valeur approchée de cc nombre remarquable pn pour des valeurs tres grandes 
de fl SL été d^abord doDuée par Dirichlet (Comptes reudus de racadémie de Ber- 
liu, anuöe 1849) et plus tärd avec ud peu plus de précisiou par M. Mebtens (Journal 
de Grelle^ i. 77^ pag. 289 — 338); elle saiisfait å Téquation limite 

lim ^ = — i • 
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Soit donc {idt + «) un nombre quelconque situé entré iå^ et i<?^+,, 
on a toujours 



(ii) \iåi + a 



iå 



*+i 



Par contre le nombre entier I id^ I lui-inéine se trouve étre inférieur exaete- 
ment d'une unité au nombre entier |i^A+i| dans le cas seul oii le produit 

idt est lui-méme un nombre entier m. c^est ä dire oii <?. = -7-; la raison 

en est qu'il ne peut y avoir aucun nombre entier entré iå^ et iå^^i. On 
a donc toujours Téquation 

(I I a) \id,^i\ = \iå,\ + e'J\ 

ei*^ étant Tunité ou zéro selon que le produit iå^ est entier ou non, c^est 
a dire selon que i est un multiple du dénominateur de d^ ou non. 

De la definition précédente de la divisibilité d'une fonction algé- 
brique par une puissance fractionnaire d'un facteur linéaire, il résulte 
maintenant qu'une fonction w étänt algébriquement divisible par une 
puissance fj*+' doit contenir nécessairement toute puissance inférieure de fj 
dont les exposants <?, , ^3 , . . . , <?* figurent dans la suite (10). Entré les 
deux cas extremes oii la fonction 

ne contient pas du tout le facteur linéaire f^ ou le contient a la premiére 
puissance, se trouvent donc les p possibilités que w soit exactement di- 
visible par une puissance fractionnaire f?*. 

On est donc conduit a supposer que la solution du probléme qui 
consiste a déterminer de la fa9on la plus générale les constantes v^ , v^ , 
. . . j Vn de rnaniére que w soit algébriquement divisible par f ^ va se 
simplifier singuliérement si, au lieu de procéder brusquement en passant 
d*un cas extreme {d^ = o) a Tautre {d^ = i), on va successivement de d^ 
a <?,, puis de d^ a d^ et en general de å^ ä djt^i] si donc on cherche la 
solution pour Texposant åjt^i en supposant le probléme résolu pour d^. 

Nous voulons aussi faire Thypothése * nouvelle que le nombre des 
fonctions indépendantes, algébriques et entiéres e^je^y...ye^ ne soit pas 
nécessairement egal ä w, mais qu'il soit egal a un nombre arbitraire p<n. 
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Les considérations suivantes vont en efifet apprendre que ce nombre peut 
étre réduit chaque fois qu'on passé de djt a fh-^i- 
Soieiit donc inaintenant 

V fonctions indépendantes, homogénes, algébriques et entiéres de méme 
degré /x, chacune d*elles étant algébriqueinent divisible par la puissance 
fractionnaire ff*, rexposant d^ étant une fraction quelconque de la suite 
(i o). Soient cncore i;, , i?^ , . . . , r^ des constantes arbitraires, la fonction 
homogéne 

est également divisible par la méme puissance de f^, car si Ton peut 
déterminer le paramétre variable u de maniérc que chacune des n quan- 

tités conjuguées a -j; soit finie pour le zéro de fp il en sera de méme 

pour Texpression: 

w c. , e ' Cy 

».Ok 1 Mjik ' « 'i/'k ' ' ' fJ>k 

Cl Cl Cl Cl 

Nous nous proposons maintenant de déterminer les constantes t;^, v^,..., 
v^ de la fa^on la plus générale de sorte que la fonction ne soit pas 
seulement divisible par f?* mais encore par la puissance immédiatement 
supérieure ff*^*. 

Dans le chapitre suivant nons montrerons qu'on peut déterminer ces 
constantes et par suite résoudre tout le probléme en ne se servant que 
d'expressions rationnelles, car on est conduit seulement ä un certain nombre 
d'équations linéaires et homogénes, faciles a établir, a coefticients constants, 
reliant les v inconnues t;, , r,, , . . . , i\. 



§ 6. Conditions nécessaires et sufftaantes pour qu^une fonction 
entiére et algébriqtis soit divisible par un facteur linéaire. 

Dans le chapitre précédent nous avons ramené la recherche d'un 
systéme fondamental a la question suivante: 
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Soient 

u fonctions indépendantes entiéres et algébriques de méme degré /jl 
qui sont toutes algébriquement divisibles par la puissance fractionnaire 
ff* d'un facteur linéaire fj. Il faut déterminer de la fa9on la plus 
générale les constantes v, , !^^ , . . . , i\ dans la fonction algébrique 

(i) w = v^e^ + v^e^ + . . . + v,e, 

de sorte que tv ne soit pas seulement algébriquement divisible par 
fj* inais encore par la puissance fractionnaire suivante fj*^\ 

Pour résoudre cette question, nous adjoindrons a la fonction w que 
nous examinons, {n — i) autres constituées de méme: 



(2) 






les coefficients (yj*^) étant des constantes absolument arbitraires. Puisque 
par hypothése les v fonctions (e^ , . . . , ej) sont toutes algébriquement di- 
visibles par ff*, il en est de méme pour les fonctions {w\ w'\ . . . , t^;^""*^) 
pour des valeurs arbitraires des coefficients v*i^ . 

Supposons maintenant qu'on ait choisi d'une fa9on quelconque les 
coefficients ^^ , i^j , . . . , v^ de la fonction w a étudier, de maniére que 
w soit non seulement divisible par ff* mais encore par fj*^'. Si ma 
intenant on forme le produit de w par les {i — i) premiéres fonctions 

(3) Wi = ww'iv'* . . . w^'~'^\ 

celui-ci est évidemment algébriquement divisible par 

pour des valeurs indéterminées des coefficients de w', m;", ..., w;^*""^^ puisque 
le premier facteur de w;, contient la puissance ö^^., de f^ et chacun des 
(i — i) autres la puissance d^ seulement. 



294 K. Heosel. 

Faisons raaintenant la soinine des n quantités conjuguées a Wij nous 
obtenons ainsi une fonction homogéne des coefficients t;^*^ des fonctions 
w j w\ . . . , w^^~^^ dont les coefficients sont des fonctions homogénes et 
entiéres de (fj , ^^) seulement. Des forinules (9 a) du chapitre précédent 
il ressort niaintenant que cette soinme doit étre divisible par fl^', si la 
fonction algébrique u?, correspondante est algébriquement divisible par $}, 
Désignons dans ce cas cette souune par 

(4) S{w,) = S{ww', ..lé' -'')', 

elle devra donc étre divisible par 

au sens habituel du mot, et cela pour des valeurs indéterminées des 
coefficients de w\ w", . . . , tv^*^'^-. Mais la fraction (<?^^^ + {i — i)åt) se 
trouve toujours coniprise entré les deux fractions iå^t et iå^^u elle peut 
par suite selon Téquation (ii) du chapitre précédent, se niettre sous la 
fornie (idt + a). Et, d'aprés le théoréme démontré å ce propos on a 



ö\h + {i— i)ö\| = 



10 



*+i • 



Si donc w doit étre algébriquement divisible par fj*+* il faut que la 
somme, donnée par (4), des n fonctions conjuguées ä {ww' . . . w^*~^^) 
soit divisible dans le sens ordinaire du mot, par la puissance entiére 
f|t^fc+i| pour des valeurs indéterminées des coefficients des (i — i) fonctions 



w',w"f • . . , w^^^\ 



Comme la condition analogue doit étre remplie pour chacun des n 
produits 



w , ww\ ww'w", . . . , ww'w" . . . w^" ^\ 



on trouve comme conditions nécessaires pour la divisibilité de w par 
ff*+' les n congruences sui vantes: 



(5) 



iS{w) = o mod ?!"•+' I, 
S{ww') = o mod fl*'''+'l , 



S{ww' . . . «;"-*) = o mod fi"''*^-'', 
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pour des valeurs indéterminées des coefficients de w'y w'\ . . . , w/''~'\ On 
peut montrer d'abord facilement que ce sont la aussi des conditions suflfi- 
santes pour que w soit algébriquement divisible par ^/*^\ Supposons en 
effet que les coefficients \\ , /'^ , . . . , i\ soient tels que les congruences 
(5) soient satisfaites pour des valeurs indétenninées des coefficients de 
tv'^ w'\ .,.yW^"'~^\ elle seront satisfaites a fortiori lorsqu^on prend tous les 
coefficients de w/, m;", . . . , tv^**""^^ égaux aux coefficients correspondants de 
tVj ou, ce qui est la méme chose, quand on prend 

S'il en est ainsi, on a 

ou Si = S{tv*) désigne la somme des n quantités conjuguées a w*, ou la 
somme des puissances semblables de Newton de degré i. Si donc les 
conditions (5) sont remplies il en résulte immédiatement 

(5 a) Si = o modfl^*^»', 

■ 

d'ou a fortiori 

(5 b) 5, = o mode;^*^\ 

Si donc les conditions (5) sont remplies les w premiéres puissances sem- 
blables 

sont respectivement divisibles par 

1 > SI > • • • > SI 

Soient maintenant, comme dans (7) au paragraphe précédent, 

les coefficients de Téquation a laquelle satisfait ?r, on peut montrer facile- 
ment, que dans nos hypothéses ils sont également divisibles respective- 
ment par 

SI j Si > • • • J SI 9 

d'ou on déduit, d'aprés (9) du méme chapitre, que w lui-méme est algé- 
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briguement divisible par ff*+*. Puisque en effet S^ et V^ coKncident sauf 
pour le Signe, la proposition que nous venons d'avancer est évidente 
pour £/j. Supposons le théoréme vrai et démontré pour C/, , ?7, , ..., C/a-i, 
il résulte alors immédiatement de Téquation 

qui relie les sommes des puissances aux coefFicients de Téquation, que 
Ux est également divisible par la puissance ^1*+*, puisque celle-ci se trouve 
en facteur dans chacun des produits qui figurent au second inembre. 
Comme les équations (5) conduisent aux conditions nécessaires et 
suffisantes de divisibilité de w par ^'*^*, trouvées dans (9) au chapitre 
préeédent, nous obtenons le théoréme remarquable suivant: 

La fonction algébrique w est algébriquement divisible par f^*+' 
dans le cas seul oii les n congruences 

S{ww' . . . w^-^^) = o mod fi*'^*+'> (f-i. ....n) 

sont remplies poiir des valeurs indéterminées des constantes qui 
figurent dans w;', . . . , w^*~^\ 

Si chacune des n expressions (5) doit étre divisible par f[*^*+*' pour 
des valeurs indéterminées des coefFicients v% v'y . . . , v^^~^^ de w\ w'\ . . . , 
w?^*~^^, il faut évidemment que le coefFicient de chacun des produits 

.,/ ,// ^, (t— 1) 

contienne cette puissance de fp et inversement chaque congruence (5) 
sera évidemment satisfaite si chacun de ces coefFicients est divisible par 
^l<a»+il Qjj obtient le coefFicient de i^^^t;^^ ...vl;l^^^^ quand on prend dans 

S{ww' . . . w^'-^^) 

v' = 7/' = = 7;^*"^^ — I 

''A| ^Aa • • • ^'äi-i — '■ 

et qu'on égale a zéro tous leg autres coefTicients de tt;', ..., w^^~^\ Mais 
par suite de cela on a 

et on peut remplacer les conditions (5) pour 7;, , . . . , i^ par le systeme 
suivant de congruences homogénes et linéaires: 

(6) S(we,,e^...e,J = o mod f^^-i {^^^.Z^ 
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qu'on peut encore écrire comme il suit: 

(6 a) o = v^ S{ei , e,, , . . . , O + ^3^(^2 , ^a, , • • • , O + • • • 

+ v,S{e,,e,^....,e,J mod ,f l'-^»i . 

On peut arriver a la condition (6) d'une autre fa9on plus simple pour 
le calcul. Si on forme en effet pour des valeurs indéterminées des coeffi- 
eients i;, , . . . , i;^ la somme des puissances semblables S{uf) = S^ de w, 
on obtient une fonction homogéne de degré i en (i;, , . . . , v^). Si on 
prend la différentielle partielie de celle-ci par rapport a un des coeffi- 
cients «'^ on obtient 






r'=<l^) = 4"'-|^) = *(-'-^). 



car S(tv^) est egal a la somme des n fonctions conjuguées a w*. On 
a donc 

Si on prend la différentielle partielie de cette équation par rapport a 
Vf,^y etc. on voit qu'on obtient finalement Téquation 

= ^(^ — i) . . . 2 . I S{we,^ef,^ . . . <?, J, 



dvh^dix. . . avA^, 



dont le second membre colncide, a un facteur numérique prés qui est 

sans importance, avec le premier membre de la congruence (6). 

Désignons donc par Si la somme des puissances semblables S{w*) 

et par 

5}*-'>(t;,,...,t;,) 

chacune de ses dérivées d'ordre {i — i) par rapport aux elements t\f 
i\ , . , . , v^. Alors on peut mettrc les conditions nécessaires et suffi- 
santes de divisibilité algébrique de w par $1"-^' sous la forme suivante 
plus simple 

(7) St'\v, , t;, , . . . , i;,) = o mod f f »^«i . 

Aeta mathåvnaHea, 18. Imprlmé le 18 aodt 1894. 3g 
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Sous cette forme les conditions cherchées apparaissent comrne un grand ' 
nombre de congruences linéaires pour les modules fi^*^*', ^1^"*^ *',..., f ["*''*+*'. 

En réalité fj seul entré corame inodule et le nombre de ces identités 
se réduit considérableraent. Comme en effet, pour des valeurs indéter- 
minées de v^ , . . . , t;^, w est algébriqueinent divisible par ^i* d'aprés la 
supposition faite plus haut, il s'en suit que w^ est, au sens ordinaire, al- 
gébriqueinent divisible par ^"^^ et aussi d'aprés Téquation (9) du ehapitre 
précédent S{ijf^) = S^ par ^1^*' . 

On a donc 

(7 a) S,[v, , . . . ,t;,) = ^f'^^i{v, , .. . ,v,), 

Si(t^, , . . . , ^w) étant aussi une fonetion entiére et homogéne de t;^ , . . . , v^ 
dont les coefficients sont des fonctions entiéres et hoinogénes de (fj , f^)* 
Si on désigne donc maintenant par 

toute dérivée partielle de "Si d'ordre (i — i) d'aprés (i — i) quelconques 
des indéterminées t^i , . . . , t^^, on obtient apres {i — i) différentiations de 
Féquation précédente 

on peut par suite écrire les conditions (7) sous la nouvelle forme sui vante: 

S</-^>(?^j , . . . , v,) = o mod fl/^Mil-Uc>*l. 

mais d'aprés (na) du ehapitre précédent la dififérence 

est généralement nulle, et égale ä Tunité dans le cas seul ou le produit 
idt est lui-möme un nombre entier, c'est a dire ou i est un multiple du 
dénominateur de la fraction 0^. D'aprés cela nous obtenons comme con- 
ditions nécessaires et suffisantes de divisibilité de w par 5\^^ les congru- 
ences suivantes linéaires, simples, pour le module f^ , 

(8) '^i"^\v^ ,v^j . ..,v,) = o mod f^ , 

parmi lesquelles on ne devra maintenant prendre que les sommes de 
puissances S{tv^) dont 1'indice i est un multiple du dénominateur d^. 
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Les dérivées S\^~^\v^ ^ • • • > v^) sont des fonctions de (c^ , fj) horao- 
génes dont les coefficients sont des fonctions linéaires et homogénes de 
(Vj , i;^ , . . . , y,) ä coefficients' constants. Celles-ci sont par suite divi- 
sibles par fj dans le oas seul oii les constantes Vj , . . . ,v^ sont dé- 
terminées de fa<;on que le niembre indépendant de fj dans Sli~^^ s'annule, 
ou, ce qui revient au méme, de fa9on que 6f~'^(yi , . . . , v^|fj , f^) se 
réduise a zéro pour f^ = o, fj, = i. Si donc on désigne par 

Si'"%,^3, ...,t;,)|o, i) 

la fonction homogéne et linéaire de v^ j . . . , v^ ä coefficients constants 
dans laquelle Äi'~^^(ci , sy) se transforme pour f^ = o, f^ = i, il résulte 
finaleiuent que w est algébriquement divisible non seulement par Si" niais 
encore par ff*^* dans le cas seul oii les v constantes satisfont aux équa- 
tions linéaires et homogénes a coefficients constants, savoir: 

(9) Äi'-'^(t;i,v,,...,t;,|o, i) = o. 

Une autre réduction trés-considérable de ces équations qu'il est égaleraent 
iniportant de connaitre, sera donnée dans le chapitre prochain. 

Pour la suite, nous allons formuler dans le théoréme suivant le re- 
sultat obt^nu jusqu'ä present. 

Soient {e^ y e^, . , . , e^) u fonctions indépendantes, homogénes, al- 
gébriques et cntiéres, qui toutes sont algébriquement divisibles par 
la puissance fractionnaire $1^ d'un facteur linéaire, la fonction 

w = v^e^ + . . . + v^e^ 

n'est algébriquement divisible par la puissance fractionnaire f?*^* 
immédiatement supérieure que dans le cas seul ou les u constantes 
{i\ , . . . , 1;^) satisfont a un nombre d'équations homogénes, linéaires, 
a coefficients constants: 

^1 = ^11^1 + • • • + ^\y^y = o, 
(10) 

Är = a^iV^ + . . . + ar,v, = o, 
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dont rexpression détaillée est donnée par (9) et dont le noinbre 



soit egal a r. 



Un tel systéme de r équations linéaires et homogénes ä v inconnues 
peut maintenant étre résolu tres aisément. Dans ce but formons avec 
les coefficients 



(10 a) 



^11 > ^12 > • • • > ^Jw 



^31 ' ^33 > • • • > ^2y 



i^ ^rl > ^r2 ) • • • > ^rv 



= («.i), 



tous les déterminants de degré le plus élevé (donc ici dans Thypothése 
r >^v, de degré v) et cherchons si Tun d'eux au moins est diflférent de 
zéro. S'ils sont tous nuls qu'on examine tous les déterminants de degré 
immédiatement inférieur, et qu'on continue ainsi jusqu'ä ce quon tombe 
sur un déterminant diflPérent de zéro. Soient donc les déterminants mi- 
neurs d'ordre (v — v^) les premiers qui ne soient pas tous nuls, on dit 
alors que le systéme des coefficients (a<^) dans (10 a) est de rang {y — vj. 
Dans ces hypothéses nous supposerons que ^^ , -4^ , . . . , ^^ désignent les 
premiers membres des équations (9) dans un ordre tel que le systéme 
des coefficients des {y — vj premiéres contienne un de ces déterminants 
différents de zéro. On sait qu'alors tout le systéme (10) des r équations 
linéaires est absolument équivalent au systéme 



(10 b) 



-4j — o, A^ — o , . . , , A^_y^ — o, 



de ses {y — vj premiéres équations qui peuvent par suite le remplacer. 
Car on peut exprimer le second membre Ap de toutes les autres équations 
en fonction linéaire et homogcne de -4, , ^^ , . . . , A^__^^^ sous la forme 

Ap = ar A, + . . . + <i['\A-^.^ 

donc toutes les expressions telles que A^ s'annuleront des que y, , y, , . . . , 
v^ auront été choisis de fa9on a annuler simultanément ^j , . . . , A^_^^. 
Considérons maintenant le systéme d'équations (10 b), nous pouvons 
et voulons des le debut designer par Vj , . . . , t?^ les inconnues ordonnées 
de maniére que le déterminant d'ordre {y — vj différent de zéro que 
contient par hypothése le systéme des coefficients 
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rtjj ... a^y 



soit le déterininant formé des (v — j;J derniéres colonnes verticales du 
systéme, c'est a dire celui qui est formé des coefficients de 

Des lors on peut, comme on sait, résoudre entiérement ces {p — vj équa- 
tions de telle £3900 que los {v — vj derniéres inconnucs soient exprimées 
en fonction linéaire et homogéne des v^ premiéres (t;j , . . . , vj. On 
.obtient alors des expressions de la forme 

(i i) v,^^t = a^Vi + a^aVa + . . . + at,^v,^, «-i,2....,(v-v,)) 

oii les coefficients a<^ sont des constantes, et ces équations donnent pour 
des valeurs arbitraires de v^ , . . . yV^^ la solution la plus générale des 
équations (10). 

Si maintenant on remplace dans la fonction w que nous étudions 
les constantes {v^^^^ , . . . , i^^) par leur valeur en (v^ , . . . , v^) d'aprés 
(ii), on obtient pour tv une fonction de {v^ , . . . , i;^^) linéaire et ho- 
mogéne dont les coefficients sont des fonctions de (^^ , . . . , e^) linéaires 
et homogénes å coefficients constants. Désignons-les maintenant par 
{e[ , 02 , . - . y el^), on obtient alors par la substitution (11) tv sous la forme 

(12) w = v^e^ +v^e^ + • . . + v,e, = v^e[ + v^e^ + . . . + t;,,^;, 

et notre théoréme apprend maintenant que w est algébriquement divisible 
par Si^^ dans le cas seul ou dans la deuxiéme expression de w Vj,..., 
v^^ sont pris arbitrairement, c'est a dire dans le cas seul oii w est une 
fonction des v^ nouveaux elements 



j ^f 



^1 > ^a > • • • > ^w,> 



linéaire, homogéne ä coefficients constants arbitraires. Nous en tirons, 
comme conséquence immédiate, q.ue ces nouveaux elements sont eux- 
mémes algébriquement divisibles par $J*+*. On reconnait alors facilement 
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qu'ils sont également indépendants tout comnie (e^ , . . . , ej) auparavant. 
En effet s'il existe entré eux une équation 

Qti^l + • • • + «.,< = o, 

et si on remplace dans (i i) v^ , . . . , v^^ respectivement par otj , . . . , of^^, 
d*ou on pourra déduire pour i\^^i , . . . , v^ les valeurs aj,,^.i , . . . , a^, on 
obtiendrait alors d'aprés Tidentité (12) Téquation suivante 

ai<^l + . . . + a,^<, = ai^i + . . . + a,e, = o 

équation dans laquelle au moins les v^ premiers coefficients aj , . . . , a^^^ 
ne s'annulent pas simultanément et qui ne peut exister ä cause de Tindé- 
pendance de (Cj , . . . , e^, 

On obtient done enfin le tliéorénie: 

Soient 

y fonctions indépendantes, algébriques et entieres de niéine degré, 
toutes algébriqueinent divisibles par fl*. Toutes les fonctions con- 
tenues sous la forme 

w = v^e^ + v^e^ + . . . + v^e^y 

qui contiennent aussi la puissance cf*^' immédiatenient supérieure et 
celles-la seulement peuvent étre inises sous la forme 



' ^f 



tv' = v[e[ + . . . + v[fi, 

t;J , . . . , v[^ désignant des constantes arbitraires. Ici e\ , e.', , . . . , e^^ sont 
Vj fonctions indépendantes du faisceau 1^1^! + .. + 'i\^v dont les coeflR- 
cients (t^j ^v^, . . . , v)j sont déterminés complétement par la resolution 
compléte des équations linéaires et homogenes (9). Si le rang de 
ces équations linéaires est egal av — j/j le nombre de ces fonctions 
indépendantes e* est précisement egal a v^. 

A Taide de ce théorcme on peut maintenant arriver facilement a 
former un systcme fondamental, comme on va Texposer dans le paragraphe 
suivant. 
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§ 7. Détertnination du systétne fmidamental. 

Nous allons employer maintenunt les resultats acquis au chapitre 
précédent pour passer d'un systéme arbitraire 

(i) 7i > 73» • • • ' 7«> 

de n fonctions indépendantes, entiéres et algcbriques, a un systéme fon- 
damental. Nous ferons cependant tout d'abord Thypothése suivante sur 
le systéme choisi, que 

(i a) rj^ = i 

est son premier element; cette hypothése se trouve remplie par exemple 
dans le premier systéme qui se présente a savoir: 

(i b) i ,y),yj\.^.,f-\ 

Puls dés le debut nous supposerons que le produit de deux quelconques 
des elements yj\ , - - - ^ y]n peut étre exprimé en fonction linéaire et homo- 
géne de ces elements a Taide de coefficients entiers. Nous admettons donc 
que dans chacune des équations 

les n coefficients a^***^ sont non seulement des fonctions homogénes et frac- 
tionnaires de (r^ , x^) comme c'est toujours le cas, mais encore des fonc- 
tions entiéres de ces mémes variables. Si ce n'était pas la le cas, on 
pourrait en efifet remplacer facilement le systéme (i) par un autre d^nt 
le degré total serait moindre et qui posséderait la propriété requise. Car 
chacun des produits vjiT^i est, de méme que chacun de ses facteurs, algé- 
briquement entier; et quand une pareille fonction entiére représentée par 
le systéme (i) contient un dénominateur, on peut, par un procédé in- 
diqué et exposé au § 3, remplacer ce systéme par un autre dont le degré 
total est inférieur. Si ce dernier systéme ne posséde pas lui-méme cette 
propriété on peut, en opérant toujours de méme, continuer a réduire le 
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degré du systéme, et ne cesser que lorsqu'on aura obtenu finaleiiient un 
flystéme ayant la propriété requise; par ce procédé on doit nécessairement 
arriver a un tel systéme, parce que le degré total de ces systémes ne 
peut pas devenir moindre que zéro. 

On reconnait aisérnent que le systéme particulier (ib) satisfait aussi 
a cette seconde condition, car chacun des produits -q^-^^ = )y'+* ou bien so 
présente lui-méme panni les elements du systéme, ou bien peut étre ex- 
primé a Taide de Téquation du w® degré en -q comme fonction entiére 
de -q de degré moindre que n et a coefficients entiers. 

Soient maintenant: 

w' = u\'q^ + ... + K-^n^ 

deux fonctions du genre G{x^ ^ x^^ rj) dont les coefficients Ui et u[ aont 
des fonctions entiéres de {x^ , x^) et exprimons le produit 

linéairement par (^i , . . . , ^») sous la forme 

ww' = TJ^rj^ + ... + Ihrjn. 

il résulte de la propriété attribuée au systéme (^yi,...,^^) que les coeffi- 
cients l/j , . . . , Un eux aussi sont des fonctions entiéres et homogénes de 
{x^ , x^. En particulier supposons qu'une fonction entiére w soit expri- 
mable au moyen du systéme (^i ? . . • ; )^„) ^^ a Taide de coefficients entiers, 
il en sera aussi de méiiae pour toutes les puissances w; , m;^ , . . . et comme 
w^ = I est aussi exprimable par le méme systéme on peut en dire autant 
des puissances 

Par cette réduction préalable du systéme qu'on a pris pour base on 
diminue considérablement, comme nous le montreroiis de suite, le nombre 
des équations a résoudre. 

Supposons maintenant qu'on ait commencé par ranger les elements 
du systéme (i) par ordre de grandeur de leurs exposants, de fa9on que 
le degré /i du dernier rj^ soit le plus grand de tous les degres. 
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Nous allons maintenant rechercher ä quelles conditions un facteur 
linéaire f^ doit satisfaire, pour qu'une fonction algébrique 

^1^1 + . • . + «^»7« 

puisse étre algébriquement divisible par f, sans que f, soit contenu comme 
facteur dans tous les coefficients u^ y . . . ^ u^, 

On va voir qu'il existe un nombre tout ä fait limité de facteurs 
linéaires parfaitement déterminés qui peuvent satisfaire a cette condition. 

Soit en eflfet f, un tel facteur linéaire et f^ un autre quelconque, 
différent de celui-ci, introduisons a la place des elements de degré différent 

des elements de méme degré, 

qui, comme précédemment, seront respectivement représentés par 

Nous trouvons qu'il existe une quantité Wj^, + . . . + Wn^n divisible par 
fj dans le cas seul ou on peut déterminer n constantes, non toutes nulles, 
^1 > ^^3 > • • • > ^'«> de fa9on que la fonction algébrique et entiére 

w = v^e, + v^e^ + . . . + v^e„ 

soit également algébriquement divisible par Cj- 

Si tv doit étre divisible par fi cette fonction devra a fortiori con- 
tenir la puissance fractionnaire de f j la plus basse, a savoir la puissance 

Grace aux considérations générales exposées dans le chapitre précédent on 
peut maintenant donner sans plus de recherches les conditions nécessaires 
et suffisantes de divisibilité de w par ff'. 

Prenons en effet dans les conditions (5) du chapitre 6 le cas particnlier 

Ada mathåmatiea. 18. Imprlmé le 12 leptembro 1894. 39 
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ou djt = do = O, et par conséquent dt^i = ^^ = - , et remarquons que dans 
ce cas les n exposants de f^ ont les valeurs 



I 
n 



2 

n 



n 
n 






On obtient le théoréme suivant: 

La fonetion algébrique w = v^e^ + . . . + v^é„ est algébriquement 
_i 
divisible par f " dans le cas seul ou les constantes v^ , , . . , v^ sont dé- 

terminées de fa9on que les n conditions 



(3) 



S{w) 



= o 



= o 



S{f€U/ ...f€''-') = 



mod fj 



soient toutes remplies, en supposant bien entendu que les coeflficients 
^V^ , . . . , v^Jl^ des (n — i) fonctions 

aient été choisis tout a fait arbitrairement. 

Si maintenant on a ehoisi le systéme qui sert de base de fa9on a 
ce qu'il posséde la propriété dont nous avons parlé au debut de ce cha- 
pitre, les conditions (3) se réduisent considérablement. On peut alors en 
effet énoncer le théoréme important: 

La fonetion algébrique w = v^e^ + . . . + t;,^« est algébrique- 

i 

ment divisible par f J dans le cas seul ou les constantes «'i , . . . , v„ 
ont été déterminées de fa9on que la seule condition 



(3 a) 



S{tvw') = o mod fj 



soit remplie pour des valeurs indéterminées des coefficient* v[, vj, ...yV'„. 

La condition (3 a) est évidemment nécessaire pour que w soit divisible 

1 

par c? puisqu'elle fait partie des conditions nécessaires trouvées dans 
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(3). Suppoaons-la reinplie maintenant, on déraontre alors aisément que 
i 

f J est aussi algébriqueinent entier. Supposons en effet que les constantes 
Vj , . . . , t;„ aient été déterrainées d'une fa9ön quelconque de maniére que 
la fonction homogéne de (f, , f,) S{ivw') soit divisible par fj pour des 
valeurs indéterminées de {v[ , . . . j v'„), cette fonction conserve alors cette 
propriété quand on y suppose f , = i et inverseraent de la divisibilité 
de cette fonction pour f 2 = i il résulte qu'elle contient aussi le facteur 
linéaire fj pour une valeur arbitraire de f^, puisque dans ce cas le terme 
constant, c'est a dire indépendant de fj, disparalt. Mais si on pose f^ = i 
dans S{t€w') le systéme (öj , ^^ , . . . , e„) se transforme en (371 , ^3 j . . . , ^n)? 
et la condition (3 a) est évideniment remplie dans le cas seul oii 

S{tou/) = o mod f j 

quand on prend f , = 1 et quand on a 

^ = ^1^1 + • • • + Vn7«; ^' = ^'iVi + • • • + <?«• 
Si cette condition est remplie et si on pose successivement 



«— 1 



elle reste toujours vérifiée, puisque, d'aprés le théoréme précédent, ces n 
puissances peuvent se mettre sous la forme {v[rji -jr " - -^^ K'^n) a^vec des 
coefficients fonctions de (f,,?!) entiéres et homogénes, ou, pour f^ = i, 
fonctions entiéres de fj. Mais si on prend pour w' successivement une 
de ces n puissances de to on obtient les n congruences 



S, = S{w) =0 
S, = S{w') = o 



mod f j 



en posant f , = i dans ces expressions. 

Maintenant w étant algébriquement entier et par suite les S{u/) 
fonctions de (fj , f^) entiéres et homogénes, il s'en suit quelles sont des 
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lors divisibles par le facteur linéaire $^, inéme lorsqu^on ne prend pas 
$^ egal a l'unité. 

Si on compare ces conditions avec celles trouvées au chapitre 6 

dans (5 a) en y supposant dt^^ = (Jj = - et si on remarque que dans ce 

cas chacun des exposants { id^ | devient egal a Tunité, on reconnalt que 
ces conditions étant remplies, w est effectivement algébriquement divisible 

par ^". Ce qui déniontre le théoréme. 

On peut maintenant montrer facilement quen general on ne peut 
satisfaire a la condition 

(5) S{unv') = o (mod^J 

nécessaire et suffisante pour la divisibilité de tv par ^" qu'en prenant les 
n coeflficients Vj , . . . , t;„ de tv tous égaux ä zéro, et qu'on doit choisir 
le facteur linéaire f j d'une fa9on tout ä fait déterininée si on veut satis- 
faire a cette condition par une valeur de fj qui ne soit pas identique- 
ment nuUe. Si on remarque en effet, que la fonction S{i4;w') n*est di- 
visible par ^j que dans le cas seul ou elle s'annule lorsqu on pose 

^1 =0, ^, = I, 

on peut écrire, d'aprés une notation facile a saisir, la condition (5) comme 
il suit 

(5 a) S{ww'\Oy i) = o. 

Si on prend ^^ = 1 les » quantités (6, , 6, , . . . , e„) colncident alors 
respectivement avec (^^i j ^9 > • • . > 3y„) et cette équation (5 a) se transforme 
en la suivante: 

(5 b) ^((^1^1 +... + v»3yO(Vi?i + ... + <3y,)|o, 1) = 0. . 

Comme enfin cette équation doit subsister pour des valeurs indéterminées 
de (v'i , . . . , vi) il faut que chacun des coefficients de ces n indéterminées 
sannule séparement, Téquation (5 b) remplace donc les n équations li- 
néaires et homogénes en (Vj , . . . , v^ 
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ou en développaiit 

(5 c) v, S{if]^7i,) + ^3^(72 7*) + . . . + v„ S{r]^7i,) = o 

quand on y a remplacé partout ^, par zéro et f, par Tunité. Repré- 
sentons donc en general les coeflfieients S{7ji7]t)f qui sont évideminent 
des fonctions de f^ , ^^ homogénes et entiéres, par a^C^i ? ^2)» ^'cst a d^re 
posons 

(6) %i7.) = «a(ci,^,) 

et po ur abréger 

(6 a) a,,(o, i) = a^; 

chacune des équations (5 a) peut s^écrire sous la for me suivante 

(7) au v, + a.ji,Vi + . . . + a^^» = o 

les n' coefficients (a,jt) étant des constantes finies. Un pareil systeme de n 
équations linéaires et homogénes peut, comme on le sait, étre satisfait 
par un systéme de valeurs non toutes nuUes (Vj , . . . , v„) dans le oas 
seul oii son déterminant 

|«a| = \(^ik{Oy l)| 

est nul, c^est a dire dans le oas ou Si est un diviseur du déterminant 

(8) \aa{$iy^i)\ = \S{7j,rj,)\. 

On peut montrer d'abord facilement que ce déterminant (8) n'est pas 
identiquement nul, que par conséquent le systéme d'équations (5 c) ne 
posséde pas une solution pour tout facteur linéaire f^. Car si tel était 
le oas, si le déterminant (8) du systéme d'équations (5 c) s^annulait iden- 
tiquement on pourrait trouver n fonctions (Vj , t^, , . . . , v„) de {x^ , a;,) 
entiéres, homogénes, et non toutes nuUes, telles que ces équations (5 c) 

(9) ^^iSiTJitJi) = o, (*-!.«,...,•) 
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soient satisfaites pour toute valeur de {x^ , x^). Si, maintenant, on choisit 
Vj , . . . , t;, de maniére ä satisfaire ä cette condition, et si on pose 

(9 a) w = v^Tj^ +.-. + v«?« 

ces équations se transforment en les sui vantes: 

(9 b) S{wi^i) = o, (*-i.Q H) 

et si on les raultiplie respectivement par les n indéterminées vj , . . . , t;^ 
et si on en fait la somme, on trouve que la quantité algébrique et en- 
tiére «;, non identiquement nulle, trouvée dans (9 a) devrait posséder la 
propriété suivante: 

(10) S{ww') = o, 

les coefficients de «;' = vj^yi + •• • + ^n^» étant choisis tout ä fait arbi- 
trairement. Si maintenant on prend pour vf dans cette équation successive- 
ment les valeurs 

il résulte d apres (10) que les n premiéres sommes des puissances semblables 

de fjo 

8{w) , S{w^) , . . . , 8{vr) 

doivent elles aussi également toutes s^annuler. Soit 

«?* + Wiw"""^ + • • • + ^H = o 

Téquation de degré n a laquellé satisfait cette quantité Wj il résulte des 
relations déja trouvées précédemment 

que ces n coefficients Wj , . . . , w, doivent aussi s'annuler, c^est a dire que 
Téquation de degré n en w; se réduit a 

fl?» = o, donc fl? 5=s o, 



ce 



qui est impossible si fj^y^jTjn sont linéairement indépendants, puisque 
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dans w =^ v^rj^ + • • • + t?^^» tous les coeflficients ne sont pas simultané- 
ment nuls. 

Le déterminant 

qui dans la suite portera le nom de discriminant du systéme (gy, ,3y,,...,7n)> 
est par suite^ dans le cas ou (17, 9 . • • 9 rjn) ^^^ un systeme indépendant, 
une fonction de {x^ , rr,) non nuUe qui, comme on le démontre faeilement, 
est homogéne par rapport a ces quantités. Si on remplace en e£Pet dans 
(^i > • • • > ^n)> (^1 }^'7 9V) respectivement par {tx^ , te, , <'"iy), en general ly, 
se transforme en ^'"gy,, (jXi y /jl^ j •••»/*«) étant les degres respectifs des fono- 
tions homogénes (^1 , • • • , yjn)- Cette méme substitution transforme 

S{yi,7j,) en tf^*^'^8{ij,7j,\ 
å'o\x il résulte que 

\S{riM devient | T"^''* 5(^,1^0 1- 
Mais ce déterminant transforme est egal a 

puisque, en general, on peut faire sortir t^ de la i**"* Hgne et t^* de la A**"** 
colonne. On obtient donc le théoréme suivant, d'une grande importance 
pour ce qui va suivre: 

Soit (3^1 ; ^3 , . . . , 7») un systéme de n fonctions indépendantes, 
entiéres et homogénes, leur discriminant 

est une fonction de {x^ , x^) entiére, homogéne, non nulle dont le 
degré 2^ est double de celui du systéme (i^j , . . . , rj^). 

Si maintenant Vj^i + ••• + v„6^ devait étre seulement algébrique- 

1 • 
ment divisible par f" sans que toutes les constantes disparaissent^ ^^ 

serait nécessairement un diviseur du discriminant P{7j^ , . . . . rj^). En se 

servant des considérations exposées au commencement de ce chapitre on 

peut maintenant énoncer ce resultat dans le théoréme suivant: 
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Une fonction entiére et homogéne 

peut étre algébriquement divisible par une puissance entiére ou frac- 
tionnaire du faeteur linéaire f^ dans le oas seul ou fj est un di- 
viseur de son discriminant D(3yj , ^ . . , 7]„). 

Soit maintenant fj un des facteurs linéaires du discriminant de 
(^1 » • • • j ^n)) dont le nombre est egal au double du degré de ce systéme. 

Dans ce cas des valeurs non nuUes de t;, , t;^ , . . . , t\ peuvent satis- 
faire a Téquation linéaire (5 a), ou, ce qui revient au méme, aux n éq na- 
tions (7) qui sont les conditions nécessaires et sufilsantes de la divisi- 
bilité de 

(i I a) tv = v^e, + ... + v^e, 

i_ 
par ^". Si le rang du systéme de coefficients de ces n équations linéaires 

I a,, v, = o 

est egal a (n — nj, on obtien^ par leur resolution compléte exactement 
n^ fonctions du faisceau (11 a) 

indépendantes, entiéres et algébriques, qui toutes sont elles-mémes algé- 

briquement divisibles par f J; et le théoréme trouvé a la fin du chapitre 
précédent nous apprend alors que toutes les fonctions du faisceau (11 a) 

divisibles par f 7 ^^ celles-la seules se trouvent comprises dans la formule 

(12 a) w' = v[ei+... + v;<,, 

t?J , . . . , vij désignant encore des constantes arbitraires. Si maintenant 
w doit étre algébriquement divisible par ^j, il doit a fortiori contenir 

^\ et doit par conséquent avoir la forme w' exprimée par (12 a). Il reste 
donc a examiner maintenant comment on doit déterminer dans w' les 
constantes (t^I > vi , . . . , K^ de la fa9on la plus générale de maniére que 
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w' ne soit pas seulement algébriqueiiient divisible par ^\ = ^^ mais le 

soit encore par ^'^ = f j . 

Si tel devait étre le oas, w* doit a fortiori contenir la puissance de ^j 



fractionnaire immédiatement supérieure a ^, , a savoir c?* = s i~^; nous avons 
maintenant a exaininer de quelle inaniére les coefificients ^?J , . . . , v\^^ de 
w' sont a déterininer dans (12 a) pour que w' soit algébriquement divisible 

i _2_ 

non seulement par ^1* inais encore par fj"\ 

D'aprés (8) du 6® chapitre on ne devra considérer dans ce oas que 

les dérivées des sommes des puissances semblables S{iv') dont Texposant 

i est un diviseur du dénominateur de ^, = . Ici donc c'est la derniore 

somme des puissances semblables seule S(/r'") qui intervient. Mais comme 

w* est divisible par Z\ pour des v'i indéterminés, 5(w''") contient ^, lui- 
meme en facteur. Si donc on pose, comme dans (7 a) du 6® chapitre 

et si on désigne de nouveau toutes les dérivées d'ordre (n — i) de cette 
fonction entiére et homogéne «SmO^' > • • • > ^n,) P^^^ rapport a ses indé- 
terminées par 

sr "("i,..., o, 

1 
on voit que la fonction w est algébriquement divisible par Ci~* dans le 

oas seul ou ses coefFicients rj , . . . , v'^^ satisfont aux congruences linéaires 

et homogénes 

(13) s'r'\v\,,..,v',) = o (mod^J, 

ou, ce qui revient au méme, aux équations linéaires 

(13a) nL"-^\''^;,...,<. o, i)-=o. 

Si ce S)'steme d'équations (13 a) est de rang (Wj — n^ on obtient par sa 
resolution compléte n^ fonctions e indépendantes 

(14) ^r» • • -.< 

du faisceau xv qui sont toutes divisihles par C|- et on déinontre que toutes 

Å(Åa niathematira. 18. Iiiipriiiié le 13 sejitenibrc 18U1. 40 
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le« fonctions du faisceau <r' et par suite aussi du faisceau te qui contien- 
nent la niéiue puiääance fractionnaire de c, ^ et elles seules, sont comprises 
dans rexpression 

(14a) w''= v-e^ +... + ^.:>::. 

Si on passé de la inéme faf;on de (\ a o., et ainsi de suite jusqirh d„ = i 
011 arrive finalement au théoröme suivant: 

Toutes les fonetious du faisceau 

qui sont algébriquement divisibles par un facteur linéaire c,, <-'t 
celles-lii seulement, sont exprimables en fonction linéaire et höniogi^ne 
de v d'entre elles indépendantes 

avec des coefficients constants, et par suite elles sont comprises dans 

la forme générale 

Tv = 7'jij + .. . + v.,€.^. 



o 



Les v fonctions (é, , . . . , e^ s'obtiennent par la resolution complete 
(run certain noinbre d^équations linéaires et homogi^nes, ii coefficients 
constants, qui peuvent etre déduites facilement des dérivées des sonnnes 
des puissances seniblables de tt\ 

Posons inaintenant pour les j^ fonctions indépendantes eufiéres et algé- 
briques J 

^i e» - 

T ^»5 (1-1, 2,..., v) 

celles-ci sont toutes des fonctions du genre (t{x^ , x,^ , tj) indépendantes et 
entiéres qui expriniées par le systenie (e^ , e.^ , . . . , e,) ou, ce qui revient 
au nieme, par le systéine (^1 » ^3 , . . . ? ^„) apparaisseut sous forme de 
fractions ayant f, öti dénominateur. Par la méthode indiquée a la fin 
du troisi('»me chapitre on peut déduire d'abord de r^^ et (37, , . . . , rj^) un 
nouveau systeme d'un degré inférieur d'une unité qui peut oxprimer 
aussi ^, sans dénominateur. De ce dernier systéme et de rj^ découlera 
un nouveiui, cpii representera aussi cette fonction sous forme entiere. Si 
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on continue ainsi de suite on finit par trouver un systéme qui peut ex- 
prirrier sans aucun dénominateur toutes les ]^ fonctions indépendantes 
(^, , . . . , i^v). Le degré total de ce systéme sera au moins inférieur d^une 
unité a celui de (ly, , . . . , ^,,). Mais comme les p fonctions (^j , . . . , ^^) 
dont on se sert pour introduire le nouveau systéme sont indépendantes, 
on reconnait tres facilement, ce qu'on peut reniarquer ici en passant, que 
le degré du dernier sera exactement inférieur de p unités a celui du 
premier. Si on exaraine ce nouveau systéme tout comme on Ta fait 
pour le systéme primitif, et si on continue ainsi, on arrive finalement ä 
un systéme dont le degré ne peut plus étre abaissé, on obtient donc un 
systéme fondamental. Nous venons ainsi d^indiquer un moyen general, 
pratique et rationnel, qui permet, en partant d'un systéme arbitraire de 
fonctions indépendantes (^i , ^2 » • • • > ^J») d^arriver toujours a un systéme 
fondamental par la resolution seule d*équations linéaires. 
Nous avons caractérisé un systéme fondamental 

comme un systéme de n fonctions indépendantes, entiéres et algébriques, 
dont le degré est aussi petit que possible. Si maintenant on forme le 
discriminant 

en remarquant qu il est une fonction de (o?, , x^) entiére et homogéne, de 
degré egal au double de celui du systéme fondamental, on reconnait que 
le • systéme fondamental peut étre aussi compléteraent caractérisé comme 
un systéme de n fonctions entiéres et indépendantes dont le discriminant 
est de degré aussi petit que possible. En réalité on peut donner a ce 
théoréme une forme qui fait ressortir un rapport beaucoup plus étroit 
entré le discriminant D(Ci , . . . , C) et tous les autres D(iyj , . . . , 7j„) du 
genre G{x^ , x^ , rj). 

Soit en effet (^1 , . . . , r]„) un systéme de n formes arbitraires, entiéres 
et algébriques, qui peuvent aussi n'étre pas indépendantes les unes des 
autres, si on remarque que chacun de ses elements peut étre représenté 
linéairement par le systéme fondamental a Taide de coefficients entiers, on 
obtient n équations de la forme 



n 
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les coefficients (a,v) étant des fonctions entiéres et homogenes de (x^ , rr,). 
Le déterminant [a,-| de la substitution est une fonction entiere et ho- 
mogene de (.r, , x.^) qui s^annule évideniment dans le oas seul ou le sys- 
téme (^1 , ^2 j • • • > Vn) ^*^*t' P^s indépendant; car, c'est alors senleinent 
qu'on peut déterminer n fonctions de {x^,:r^) non toutes nulles -4^ , ..., -4„ 
de maniére que 



Il 8'eii suit 



YjiTjt = Za,.,CrCa^ 









ou en faisant la somme des tennes conjuguées 

et en passant aux déterniinants on obtient, en mettant deux fois a profit 
le théoréme relatif a la multiplication de deux détenninants, Téquation 
finale 

D'ou le théoréme fondamental suivant: 

Le discriminant du systénie fondamental est un diviseur com- 
mun de tous les discriminants de n fonctions quelconques du genre 
G[xiy ./*a , 7j)\ et, comme (Ci , • • • j C) lui-niéme est un pareil systome, 
ce discriminant est le plus grand comniun diviseur de tous ces 
systémes. 

De Téquation (15) on peut encore déduire que /J(^i, . . ., ^„) s'annule 
dans le cas seul oii les n fonctions (^i,...,^„) ne sont pas indépendantes. 
On öbtient donc le théoréme déja démontré: 

Un systéme (^i , ^2 > • • • ? ^n) ^'st indépendant dans le cas seul 
oii son discriminant est difierent de zéro. 

Le systome (^1 , . • . , ^„) est un systome fondamental quand le dé- 
terminant |a,J de la substitution est une constante non nulle, car, dans 
ce cas seul, le systéme fondamental lui-méme peut étre exprimé entiére- 
ment par (^^i , . . . , iy„). Puisque dans ce cas seul, comme on Ta déja vu 
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plus liaut, les discriiiiinants des deux systeines colncident eux aussi, a 
une constaiite prés, on obtient le théoroine: 

Soit (Cl » • • . , C) ^^ systéine fondamental et {y}i , . - ^ , r^n) un 
autre systéine de fonctions entiéres, ee dernier sera égalernent un 
systéme fondamental dans le oas seul oii son discriminant colncide, 
ä un facteur cohstant prés, avec D(Ci , . . . , C)- 
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SUR LES CARACTÉRES DE CONVERGENCE 

DES SERIES A TERMES POSITIFS 

ET SUR LES FONCTIONS INDÉFINIMENT CROISSANTES 

PAR 

J. HADAMARD 

il HOUUKArX. 



I. Apres nvoir établi que dans une serie a terines positifs 

30 

(i) S = Z«„ 

le produit nu„ ne pouvait rester fini sans qu'il y eut divergence, les 
géonietres ont pu chercher pour la convergence d'une telle sene une con- 
dition nécessaire et suffisante de la fornie 

(2) lhnti„^{n) = 0. 



n = « 



Abel a demontré qii'une pareille condition ne saurait ctre forinée, 
et cela par le théorerne suivant: 

Il nexiste pas de fonction <f{n) telle que la serie a fermes posififs^ 

Xr 

^u„ soit nécessairement convergente si le produit u„(f(^n) fend vers o pour 
n infini, et wcessairement divergente si ce produit conserve une imlenr finie. 

Il importe de remarquer que la formation méme d'une fonction (f{n) 
satisfaisant aux conditions de cet énoncé ne donnerait pas un caractére 
nécessaire et suftlsant de convergence. En ettet le produit u,^if[H) peut 



Commc il s'agit cxcIusivcmcDt, dans cc qui suit, de series ä tcrnics positifs, dous 
nogligcrons dosorinais de mentionucr cette rcstriction. 

Åeta tt^cUhematiea. 18. Tniprimé le Ivi ffeptenibre 181)4. 
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ne vérifier aucune des deux hypothoses précédentes: il peut osciller sans 
tendre vers aucune limite, la liinite inférieure d*indétennination étant o. 

En tenant compte de cette remarque, on constate, comme Ta fait 
voir M. Pringsheim,^ quune égalité de la forme (2) ne peut inéme pas 
donner une condition nécessaire de convergence (sauf, bien entendu, si 
^{n) n'est pas infini). Cest ainsi, par exemple, qu'on peut trouver une 
serie convergente ayant une infinité de termes communs avec la serie 
harmonique: il suffit que les indices de ees termes soient en progression 
géoraétrique, les termes intermédiaires étant ceux d'une serie convergente 
quelconque. 

Comme cependant ces cas d^oscillation ne se présentent pas dans la 
plupart des applications, nous nous en tiendrons au point de vue d'ABEL. 
Le théoréme précédemment énoncé revient au fond a celui-ci: Si peu 
(Uver gente que soit une serie, on peut multiplier ses termes stwcessifs par des 
nombres infiniment petits sans troubler la divergence. 

Du Bois Reymond ^ a complété ce théoréme par le suivant: 

Si peu convergente que soit une serie, on peut multiplier ses termes 
par des nomhres ifidéfiniment croissants sans troubler la convergence. 

Il est a remarquer que ce dernier donne la réponse a une question 
analogue a celle que s^est posée Abel. On en déduit en effet qu'/7 

nexiste pas de fonction y{n) telle que la serie Sw,, soit nécessairement di- 
vergente si le produit p{n)Un augmente indéfiniment, et nécessairement ron- 
ver gente si ce pröduit reste fini. 

2. Les théorémes précédents reviennent au fond a cette remarque: 

On peut toujours trouver une serie plus lentemsnt convergente quune 
serie convergente donnée et une serie plus lentement divergente qu\ine serie 
divergente donnée. 



* Allgemeine T}ieoi'ie der Divergenx ufid Convergenx von Beihen mit posiUven Oliedern, 
Math. Annalen, t. 35, p. 344 — 350; 1890. 

' Uber Convergem von Reihen mit positii^en G Hedern, Crelles Journal, t. 76^ 
p. 85; 1873. 
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Sous cette forme ils sont pour ainsi dire intuitifs. M. Pkingsheim 
a möme donné une méthode générale pour former, avec un certain degré 
d'arbitraire, deg series de plus en plus lentement convergentes ou di- 
vergentes. 

Si Ton n'a en vue que Texistence de ces series, on peut particulariser 
la valeur de Texposant p qui figure dans ses recherches (ou de Texposant 
analogue /£ de Du Bois-Reymond) et réduire la demonstration a la forme 
simple suivante: 

Théoréme (a). 8% peu diver gente que soit une serie j on peut toujours 
multipUer ses termes successifs par les valefirs correspondantes d^une quantité 

infiniment décroissante -pr\ ^^ fagon a former une nouvelle serie elle-méme 

divergente. 

En effet la somme 8^ des n premiers termes de la serie (i) aug- 
mentera indéfiniment avec n et Ton aura w„ = 5„^., — 5„. 

En multipliant u^ par la quantité (infiniment petite pour n infini) 

-= — 1=^ on aura donc la serie divergente i^(^S„+i — v^)- 

Théoréme (A). // rCexiste pas de fonction ^(n) télle que la serie (i) 
soit nécessairement convergents si le prodvit u„^{n) iend vers o et nécessaire- 
ment divergente si ce prodtiit reste supérieur å un nomhre fioce. 

Car si f(n) jouit de la seconde propriété, la serie 51 ""T^ ^®* ^^' 

vergente et nous pouvons multiplier ses termes par des nombres infiniment 
petits sans la rendre convergente. La premiére propriété n'est donc pas 
vérifiée. 

Théoréme (b). 8i peu convergente que soit une série^ on peut multiplier 
ses termes par les valeurs correspondantes d'une quantité Q^ indéfiniment 
croissante sans trouhhr la convergence. 

En effet le reste r, tendra vers o, et la serie pourra 8'écrire 

Åeta mathemtMca. 18. Impriiné le 14 neptembre 1804. 41 



322 J. Hadamard. 

En multipliant u^ par la quantité indéfiniinent croissante -j= 1=^ ^ 

on obtiendra donc la nouvelle serie eonvergente I{\lr^ — v^ni+i)- 

Théoréme (B). Il tCexiste pas de fonction ^{n) télle qtie la serie Su„ 
soit nécessairement eonvergente si le produit ^{n)Uj^ reste fini et nécessaire- 
ment divergente si ce produit augmente inäéfiniment. 

En effet, si ^{n) jouit de la premiére propriété, la serie y^ —7—^ est 

eonvergente et nous pourrons multiplier ses termes par des nombres in- 
iiniment croissants sans la rendre divergente. La fonction f (n) ne satisfait 
donc pas ä la seconde condition. 

3. Nous avons particularisé, dans la demonstration des théorémes 
(a) et (b), la méthode de formation des nouvelles series remplissant les 
conditions des énoncés. On peut au contraire laisser a cette formation 
toute la généralité possible. 

Dans le premier cas (théoréme (a)), les deux series, au lieu d'étre 
liées par la relation 

011 5^ est la quantité analogue a 8^ formée dans la seconde serie, pourront 
étre liées par une relation quelconque de la forme 

5: = F(5„), 

011 V{x) sera une fonction infinie lorsque x est infini, mais dont la dé- 
rivée devient en méme temps nulle. Car alors on aura bien 

et par conséquent ~ == o, pour n = cc. 

Pourra d'ailleurs étre prise pour fonction V la fonction inverse de 
toute fonction continue et constamment croissante qui augmente indéfini- 
ment aussi que sa dérivée lorsque x augmente indéfiniment, comme c'est 

le cas pour x^ (si p> i), pour e*, pour e* etc. Cest ainsi que x^ (avec/><i), 
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log X y log . log . . . log X donnent des types de fonctions F, ceux-la inéine 
qui ont été utilisés par M. Peinsgueim. 

Dans le second cas, celui du théoréme (b), au lieu de définir la 
nouvelle serie par la relation 

K = yjrnj 
on pourra prendre 

ou V{x) se ra une fonction qui s'annulle avec x pendant que sa dérivée 
devient infinie pour la méme valeur de fe variable, autrement dit, Tin- 
verse d'une fonction nuUe ainsi que sa dérivée pour x = o (par exemple 

de x^y pour /> > i, de c ', etc.). 

Moyennant cette condition, le rapport 



'[*« y» — ^n-f 1 

sera bien infini avec n. 



= V\R\ (r„^, < Ä < r„) 



4. Pour toute serie donnée, on peut former, comine nous Tavons 
dit, les fonctions P{n) ou Q{n) des théorémes (a), (b). Mais, une fonction 
indéfiniment croissante quelconque étant donnée, on peut toujours trouver 
une serie assez peu divergente (ou convergente) pour que la fonction ne 
puisse pas étre prise pour la fonction P(w) (ou Q(n)). On a en e£Fet la 
proposition sui vante, aussi implicitement contenue dans les resultats de 
MM. Du Bois-Reymond et Pringsheim. 

Théoréme (c). Une fonction indéfiniment croissante quelconque F{n) 
étant donnée, on peut trouver deux series^ Tune convergente, Vautre divergente, 
tdles que le rapport des termes correspondants soit F{n). 

Supposons en effet la fonction F constamment croissante et appliquons 

oc 

a la serie V^ ( t;; ; — Trr-^] le théoréme (b). Nous aurons une fonc- 
tion indéfiniment croissante Q{n — i) telle que la serie 

vTq/^ .){ ' t \i_vr Q(»-o Q(»n I vr <g(«)-Q(*t-') i 

soit convergente. 
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Or la serie ^ tt;- ! — Wr^\ P^^* étre supposée convergente, car 

on peut faire croitre Q aussi lentement qu*on veut, et en particulier plus 
lentement que F. Dans ces conditions, les deux series J^{Q(n) — Q{n — i)) 

. \^ Q(n) — Q(n — i) , j X * 1 

et > repondent a la question. 

5. Nous avons supposé que la fonction F était constamment crois- 
sante. On peut en eflfet rain^ner le cas le plus general a celui-la en 
reinpla9ant la fonction F par une autre constamment croissante qui lui 
soit toujours au plus égale. Pour cela, apres avoir représenté la suite 
des valeurs de F{n) par des points ayant ces valeurs pour ordonnées et 
les valeurs correspondantes de n pour abscisses, il suffira d*entourer in- 
férieurement cette figure d'une sorte de polygone de Newton analogue 
a celui que j'ai utilisé dans un travail précédent,^ avec cette seule diflfé- 
rence que ce polygone ne sera pas assujetti a la condition d'étre convexe, 
mais seulement de n'avoir aucun cöté a coefficient angulaire négatif. 

Analytiquement, cela 8'exprimera ainsi: la fonction F, étant infinie 
pour n infini, doit prendre une valeur t/^ = F{n^) plus petite que toutes 
les autres. De w = o a n = n^j nous remplacerons les valeurs de F 
par d'autres qui aillent constamment en croissant et dont la derniére soit 
Uq. Soit ensuite w^ = ^^^(^1) la plus petite des valeurs de F corres- 
pondantes k n > n^; de n = n^^ a n = Wj, nous remplacerons les valeurs 
de F par d'autres constamment croissantes de u^ a w^, par conséquent au 
plus égales aux valeurs données, et ainsi de suite. 

Si nous voulons que F soit croissant au sens le plus strict du mot, 
c'cst-a-dire ne puisse jamais rester constante pour une serie de valeurs 
de n, il faudra, lorsque a une méme valeur Ui correspondent plusieurs 
valeurs de n, avoir soin de prendre pour n^ la plus grande de ces derniéres. 

Ayant ainsi détcrminé une. fonction auxiliaire F' toujours au plus 
égale ä JP, mais croissante, nous pourrons opérer comme il a été dit sur 
cette derniére fonction. Quand nous aurons formé la serie convergente 



* Etude sur les propriétés des fonctions entiéresy Journal de Liouvillc, 4® serie, 
tomc 9, p. 174; 1893. 
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l'u„ telle que lu,,F'{n) soit divergente, la serie Uu^F^n) le sera ä plus 
forte raison. 

6. Si d'une serie convergente (ou divergente) on en déduit une 
scconde plus lentement convergente (ou divergente) que la premiére, de 
celle-ci une troisiéme, et aussi de suite, on peut obtenir une infinité de 
series pourrant servir a juger par comparaison de la convergence ou de 
la divergence d'une serie donnée. 

Cest a cette classe de caractéres qu'appartient le critérium dit loffa- 
rithmique ctjibli par MM. Berthand et Bonnet, et dans lequel on avait 
cru voir une régle de convergence applicable a tous les cas. MM. Du 
Bois-Reymoxd ^ et Pkingsheim ' ont réfuté cette erreur et foriné des series 
tant convergentes que divergentes pour laquelles le critérium logarithmique 
ne donnait aucun resultat. 

7. Cette insuflfisance n'est point particuliére au critérium loga- 
rithmique. Nous allons constater qu*il ne faut pas plus espérer obtenir 
un critérium general a Taide d'une infinité de series de comparaison qu'a 
Taide d'une seule. 

Prenant, par exemple, en premier lieu, le cas de la divergence, nous 
allons démontrer qu^étant donnée une infinité de series divergentes, on peut 
former une nouvelle serie divergente ayant ses termes ä la longue plus petits 
et méme infiniment plus petits que nHmporte quelle des premiéres. 

Toutefois nous avons , une restriction indispensable a faire; car on 
peut trouver deux series divergentes telles que toute serie ayant ses termes 
plus petits que les termes correspondants de chacune de ces deux soit 
nécessairement convergente. Il sufBra, par exemple, de prendre comme 
termes de rang pair, dans la premiére serie, les termes successifs d'une 
serie divergente, comihe termes de rang impair ceux d*une serie conver- 
gente et de faire Tinverse dans la seconde serie. Nous supposerons en 
conséquence que la suite des termes qui se corrcspondent dans les series 
successives soit constamment décroissante, de sorte que Ténoncé a démontrer 
sera le suivant: 



* Du BoisReymond, loc. cit., p. 88—91. 
' Pringsheim, loc. cit., p. 351 — 355. 
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Théoréme (a). Etant données des series divergentes 

S^o = <) + •<) + . . . + wL'> + . . . , 
SS'^) = uf + wf ) + . . . + e,(«) + . . . , 



S<^>=4^) + <)4....+w</) + ..., 



et* nonibre infini, et télles que, pour une méme valeur de n^ les u^P aillent 
en décroissant quand P augniente, on peut toujours trouver une serie plus 
lentement divergente que n'importe Jaquelle des preniiéres, et céla de maniére 
que le rapport des termes correspondants tende vers o. 

Soit en eftet S\P la somme des n premiers termes de la serie S^^\ 
laquelle va en augmentant indéfininient avec w. Prenons une suite de 
nombres a^ , a^ , . . . , »p , . . . indéfiniment croissants et nommons n^ la 
plus petite valeur de n telle que S^n^>^0L^; n^ la plus petite valeur de 
n (au moins égale a w,), telle que S"^^ >^oi^'j en general, Wp la plus petite 
valeur de n telle que S^P > ocp. 

Nous poserons, tout d'abord, pour w < n,, 



Puis Tinégalité 

4 



»:: - ^:: < Si? - SI? 



nous montre que la différence S^^^ — Sil^ peut étre décomposée en n.^ — n^ 
parties plus petites respectivement que u^^^ , u^^^^^ , . • . , «!,!/_i. Ce sont ccs 
parties que nous prendrons pour valeurs successives de w?„, de n = n^ a 
n = n,^ exclusivement. 

En general, nous remarquerons que Ton a 

et nous diviserons le premier membre en tip^^ — ^*p parties t«;„^, «(;„^^,, .. ., 

w„^^^ respectivement inférieures aux parties w^„^^ , u[%i , . . . , «i^i_i du second. 

La serie Iw^ ainsi constituée satisfait bien aux conditions de Ténoncé. 

Elle est manifestement divergente, puisquc parnii les valeurs successives 
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de la soinine de ses n premiers tennes se trouvent les valeurs iS^^ , )SJf^\ 
. . . , S^J^ , . . . , respectivement supérieures a ocj , o^ , . . . , ap , . . . et par 
suitc indéfiniment croissantes. D'ailleurs, a partir de n — Wp, on a bien 



w„ < u\^ 



"« 



8. Si toutefois le rapport -^p, ne tendait pas vers o, il sufilrait 

d'appliquer a la serie w^ le théoréme (a). Mais cette derniére particu- 
larité ne peut se produire que dans les cas peu intéressants ou le rapport 

-^ {q > P) n'auginente pas indéfiniment. D'ailleurs on peut toujours 

écarter cette hypothése en multipliant (ce qui est évideinment indifférent 
dans la question actuelle) chaque serie S^^^ par un nombre déterminé, mais 
variable avec P et tendant vers o quand P augmente indéfiniment. 

9. Théoréme (£1). // est impossible de trouver une suite infinie de 
fonclions ^^^\n) , ^^^\n) , . . . , f''-^(w) , . . . telles que la serie lu^ soit né- 
cessairenient conver gente si, quel qtie soit P, le produit u^f>^^^{n) tend vers o 
pour n infiniment grand, et nécessairement divergente si, å partir d^une 
certaine valeur de P, ce méme p^-oduit reste supérieur å un nombre fixe 
quand n augmente indéfiniment. Du moins, ces fonctions ne peuvent exister 
sous la condition que p^^^{n) soit constamment craissant avec P, quand n 
reste invariahle^ 

En eflfet si les fonctions ^^^\n) vérifiaient la seconde condition de 



* Le cas oii les fonctions ip^^{n) ne rempliraient pas cette derniére condition 
n^offre évidemment aucun intérét. En effet remplayons obaque valeur <p^^{n) par la plus 

grande valeur que prenne fp^^Xn) pour p< P. Si les series 7 —töt: — : restent encore 

toutes divergenteS) on est ramené au cas traité dans le texte. Si au contraire, pour une 
certaine valeur P^ de P, on a une serie convergente a, les fonctions ip^^ ne pourront 
pas servir k juger de la convergence d^une serie moins convergente que a^ puisqualors 
le produit Unif^^^n) devra, pour une méme valeur de n, prendre une infinité de valeurs 
infiniment petites (sans quoi la serie i^Vn serait divergente ä oause de la divergence de 

7 — 7H7/ — i) öt une infinité de valeurs supérieures å un nombre déterminé quelconque 

(sans quoi la séric 2nn serait au moins aussi convergente que o). 



328 J. Hadamard. 

Ténoncé, les series ^ ^p seraient divergentes, et par suite on pourrait 
en déduire une serie Iw^ encore divergente et telle que le rapport 
— - tende vers o, quel que soit P. 

I o. Théoréme (yS). Etant données des series convergentes 

S'» = <> + «.<» + <> + ... + «<.') + ..., 
5('> = <) + ttf) + «w + ... + ««) _j. ,.. ^ 



5«^ = «r + w^ + <* + . . . + «r + . . . , 



• • • • • 



öw nombre infini et tdles que, pour une méme vdleur de n, u^P soit croissant 
avec P, on peut trouver une serie plus lentement convergente que nHmporte 
laquélle des premiéres, et céla de maniére que le rapport des termes corres- 
pondants soit infini avec n. 

Désignant par r^P le reste de la P**"*' serie arrétée au n*^"^ terme, 
prenons une suite de nombres positifs /S^ , . . . , /9p , . . . constamment et 
indéfiniment décroissants. 

Soit n^ un entier tel que r^^^ soit au plus egal a ^^. Pour n<n^, 
nous poserons ti\ = u)^K 

Soit ensuite n^ un entier (nécessairement plus grand que n^) satis- 
faisant aux deux conditions 

ce qui est possible puisque les premiers membres de ces deux inégalités 
tendent vers o pour n^ infini. Nous pourrons diviser la difFérence r^^^ — ^i,'\ 
plus grande que r^J^^ — r^^^ = u[\^ + <Vi + .. • + <L,, en n, — n, parties 
*^«, , w^n^+i > . • • » ^^.,-1 plus grandes respectivement que <^ <Vi » • ••><--!. 
Nous appellerons ensuite n^ un entier (nécessairement plus grand que 
n^) satisfaisant aux conditions 
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et, en general, ayant obtenu Wp, nous en déduirons np^^ par les conditions 

apres quoi nous pourrons diviser la diflférence r[^^^ — '^Zti\ pl^s grande 
que r[^r^^ — rZ~^\ en Wp+, — % parties w;„^, «^„^+i , . . . , t^«^,_i, respective- 
ment supérieures å wl^'^^ , <^+p , . . . , <^l!i . 

Continuant ainsi indéfiniment, nous formerons une serie Iw^ manifeste- 
men t convergente (puisqu'elle se réduit ä S^^^ + (^1»?"~^'li?) + (^«?""^i?) +•••» 
les nombres r^^^ t^ndant vers o) et dont les termes, a partir de n=Wp^j, 
seront plus grands que les termes correspondants de la serie S^^. 

Comme précédemment, si le rapport ^ n*augmentait pas indéfirii- 

ment, on appliquerait a la serie Iw^ le théoréme (C), ou encore on 
prendrait la précaution de multiplier les termes de chaque serie S"^^ par 
un méme nombre, lequel augmenterait indéfiniment avec P. 

11. Théoréme {SS), Il est impossible de trouver une suite infinie de 
fonctions ff^^\n) , ^^^\n) , . . . , f^^^^Xn) {la quantité ^^'^{n) étant, pour une 
valeur fixe de n, décroissante quand P augmente ^), telles que la serie Iu„ 
soit nécessairement divergente si le produit u^f^^^^Xn) augmente indéfiniment 
qud que soit P, et nécessairement convergente si, å partir d'une certaine valeur 
de Py ce produit reste fini. 

En effet si les fonctions ^^''\n) possédaient la seconde propriéti, les 

series ^ -^ — - seraient toutes convergentes, et des lors le théoréme pré- 

cédent permettrait d'en déduire une nouvelle serie convergente pour 
laquelle la premiére condition ne serait pas vérifiée. 

12. Les questions résolues par les théorémes (a) et (/9) reviennent 
a tres peu prés a celle-ci: Etant donnée une suite infinie de fonctions f'^{n) 
augmentant indéfiniment, mais de plus en plus Untement, trouver une fonction 
F{n) qui augmente indéfiniment plus lentement que chacune des premieres. 



z, 



^ Restriction justifiée par les mémes coDsidérations que la précédente relä tive au 
théoréme (fl). 

Aeta mathemoHea. 18. Imprlmé le 21 septembre 1894. 42 
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Les fonctions données seraient f^{n) = S^J^ dans le théoréme (ot), 
^'{n) = — j dans le théoréme (^). 

La sol u tion est un peu plus simple que celles que nous avons pré- 
sentées ä propos de ces théorémes; car les précautions que nous avons 
été obligés de prendre dans leur demonstration tiennent a ce que nous 
avions a trouver une fonction F{n) satisfaisant pour n assez grand, non 

seulement a Tinégalité 

F{n)<r{n), 

mais a Tinégalité 

F{n + I) - F{n) < r{n + i) — r{n) 

dans le cas du théoréme (a), et ä Tinégalité 

I • I I I 

— T77-^> 



F{n+ I) F{n)^ r(n+ l) r(n) 

dans le cas du théoréme (y9). 

Ici il suffira, ayant déterminé (comme il a été dit pour le théoréme 
(a)) les entiers n, , w^ , . . . , n^, , . . . tels qué f^{np) soit infini avec P, de 
poser F{n) = fi^) pour np<n<np^i, ou, plus généralement, de prendré 
pour valeurs de F{n), entré n = n^ et n^n^^i, une suite croissante de 
Wp^i — fip termes allant de f^{np) a Z'*"'"^ (Wp^,). 

13. Nous pourrons encore donner a notre procédé une forme un 
peu différente en imaginant que Ton ait défini la quantité f'\n) pour 
les valeurs non entiéres de P, ce qui se fera en prenant pour f^{n) une 
quantité continue par rapport a P, croissante avec w, mais constammerit 
décroissante quand P croit sans que n varie, et colncidant pour P entier 
avec les valeurs données, toutes conditions compåtibles entré elles, si du 
moins chaque fonction fest constamment croissante. Notre ;régle pourra 
s'énoncer alors de la fa9on suivante: 

Ayant pris arbitraireinent une fonction indéfiniment croissante fp(P) 
de la variable P, pn déterminera pour chaque yaleur den une valeur 
de P par Téquation 

(3) /•» = j.(p), 
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ce qui est possible, du moins pour n suflfisararaent grand, car alors le 
premier membre de Téquation précédente, lequel est décroissant, sera, 
pour P = o, supérieur au second, qui est indéfiniment croissant. 

D'ailléurs les nombres P ainsi définis iront en augmentant constam- 
ment, car Tégalité f^{n) = j^(P) donne forcément 

r{n+ i)> ^{p), pour p<P. 

Ils vont en augmentant indéfiniment, car, P^ étant un nombre donné 
quelconque, des que n aura été pris tel que /''"•(n) soit supérieur a ^(P^), 
le nombre P devra dépasser P^. 

Si donc on désigne par F{n) la valeur commune des deux membres 
de Téquation (3), la fonction F{n) augmentera indéfiniment plus lente- 

ment que chacune des proposées. 

« 

14. Il est ä remarquer quici Fy contrairement a ce qui pouvait 
arriver dans notre procédé primitif, a partir du moment ou elle est 
atteinte par une des f, croit pltis lentement qu'elle, en ce sens que si, 
pour une certaine valeur de n, on a F{n) ~ /''"(n), on aura nécessaire- 
ment, pour toute valeur suivante, F{n) < f^{n), Tégalité étant exclue. 

15. Pour résoudre le méme probléme, on peut aussi commencer 
par la resolution du suivant: 

Etant donnée une suite infinie de fonctions (p''{m) augmentant indé- 
finiment de plus en plus vite, trouver un fonction W{m) qui augmente indé- 
finiment plus vite que chacune des premier es. 

Il suffira manifestement de prendre 

P étant infini avec m. 

On peut d^ailleurs s'arranger pour que ¥ soit constamment crois- 
sant, car les inégalités (4) ne sont pas incompatibles avec Tinégalité 
V^\m) > V\m— i). 

Uapplication au . probléme précédemment pose est immédiate: on 
remplacerti d'abord, s'il y a lieu, chaque fonction f^{n) par une fonction 
constamment croissante avec n, comme au n^ 5, ce qui permettra de 
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considérer les fonctions inverses ip^[ni). On formera, coinme nous venons 
de le dire, la fonction V, et son inverse remplira manifestement le but 
proposé. 

Il est d^ailleurs clair que cette méthode revient au fond a la pré- 
cédente, la relation entré m et P étant telle que m soit la partie entiére 
de la quantité f{P) qui figure au n** 13. 

16. Si, lorsque P augmente indéfiniment sans que n varie, f'*{n) 
ne tend pas vers o, mais vers une limite X^, laquelle augmente indé- 
finiment avec n, le procédé du n® 13 ne peut pas donner toutes les 
fonctions qui repondent a la question, puisqu'alors la fonction -F, em- 
pruntant successivement les valeurs des f^\ croit au molns aussi vite 
que L^. 

Mais on peut toujours supposer qu'il n'en est pas ainsi en multipliant, 
s'il y a lieu, comme précédemment (n*' 8), chacune des fonctions f* par 
un nombre positif indépendant de n et nul pour P infini. Admettons 
donc qu'il existe un nombre Ä tel que, pour une valeur quelconque de 
n, f^[n) devienne inférieur a -4 si P est suffisamment grand. Les f^ 
étant toujours supposés constamment croissants, notre procédé permet de 
représenter toute fonction F augmentant indéfiniment plus lentement que 
les fy pourvu bien entendu, qu'elle croisse toujours pliis lentement que 
les fonctions qu'elle atteint successivement, comme il a été dit au n® 14. 

En effet, moyennant ces conditions, F{n) sera, pour n assez grand, 
compris entré A et /^(w), et par conséquent Tégalité 

(5) F{n) = r{n) 

définit une certaine valeur de P que nous désignerons par P„. 

Ces valeurs P„ vont en croissant constamment, puisque Tégalité (5) a, 
par hypothése, pour conséquence nécessaire 

P(n + i)< r{n + i)< r{n + i), {p < P); 

ils vont en croissant indéfiniment puisque, P étant un nombre quelconque, 
on a pour n suffisamment grand 

F{n)<r{n)<r{nl (l><>). 
11 nous suffira des lors de considérer une fonction constamment crois- 
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sante ^{P) qui pour P = Pj , P^ , . . . , P„ , . . . , prenne respectivement les 
valeurs f^^{i) j f\^) > • • • i /^''"(w) , . . . . En employant cette fonction jp 
dans les operations du n*' 13, ces operations donneront précisément comme 
resultat la fonction proposée F. 

Si la fonction F ne remplit pas la condition de ne colncider qu'une 
fois au plus avec chaque /*'*, les P„ ne sont pas constamment croissants: on 
peut les remplacer par une suite de nombres constamment croissants et 
au plus égaux aux premiers, d'aprés ce qui a été dit au n*' 8. On obtient 
ainsi une fonction j?(P) et la fonction F' correspondante est, pour chaque 
valeur de n, au moins égale a F^ Tégalité ayant lieu pour une infinité 
de ces valeurs. 

1 7. La fonction F augmente d*autant plus lentement que la fonction 
^(P) augmente elle-méme plus lentement Car si les deux fonctions 
^(P), j^i(P) satisfont, pour P tres grand, a Tinégalité fi(P) < y{P)y les 
équations 

rH = j.(p), 

donneront nécessairement Pi > p et par suite /^*(n) < P{n). 

1 8. Panni toutes les fonctions qui croissent plus lentement que 
chacune des /*'*, en existe-t-il une qui croisse moins lentement que toutes 
les autres? Ce serait cette fonction qu'on pourrait étre tenté de designer 
pas la notation /^(n) en donnant au symbole w le sens que lui attribue 
M. Cantor. Mais il est clair qu^une semblable fonction ne saurait étre, 
car, en la désignant par F et supposant toujours, bien entendu, que le 

rapport ■wr-\ soi* infini avec n, quel que soit P, on pourrait considérer 

ces rapports successifs comme autant de fonctions g'*[n) remplissant les 
mémes conditions que les f^. 

On en déduirait une fonction G{n) infinie avec n ainsi que tous les 

rapports ^r— r- La fonction F{n) ,G{n)^ bien que croissant plus vite que 

JP, satisferait donc néanmoins aux mémes conditions, ce qui montre Tim- 
possibilité de Thypothése faite sur F. 
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ig. On peut méme aller plus loin et démontrcr la proposition 
suivante : 

Etant données deux suites indéfinies de fonctions indéfiniment crois- 
sante^ Vune 

eoniposée de fonctions å croissance de plus en plus lente, Vautre 

F^{n) (?=i, «,....«) 

composée de fonctions å croissance de plus en plus rapide, mats de maniére 

que, pour des valeurs quelconques de p et de q, le rapport ^ soit infini 

avec n, on peut toujours déterminer une fonction S qui croisse plus lente- 
meni que nHmporte quel f^ et moins lentement que nHmporte quel F'' , chacun 

des rapports ^ , J^. . augmentant indéfiniment avec n. 

Supposons en effet que, les fonctions f* ayant été multipliées au 
besoin par des nombres de plus en plus petits, comme il a été dit plus 

■Co f \ 

haut, le rapport ^ ait o pour limite lorsque j)' crolt indéfiniment, 

Chacune des fonctions F"^ correspondra (n** i6) a une fonction indéfini- 
ment croissante jp^(p) et nous pourrons trouver une fonction 0(p) qui 
croisse plus vite que chacune des f ^ . La fonction ^ correspondante croltra 
plus vite que chacune des F*^. D'aprés l'hypothése que nous avons in» 

troduite, tous les rapports J) . sont nécessairement infinis avec w. S'il 

en est de méme des rapports ^J, . , la fonction ^ répond a la question. 

Si non, on la remplacera par une autre satisfaisant aux mémes conditions 
et dont le rapport avec la premiére croisse indéfiniment, ainsi que nous 
Tavons vu au n® précédent. 

20. Il y aurait néanmoins lieu d'étudier les propriétés d'un ensemble 
ordonné de fonctions dont chacune crottrait plus lentement que les pré- 
cédentes, et parmi lesquelles s^en trouveraient de moins rapidement crois- 
santes qu^une fonction quelconque donnée. 
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Les théorémes précédents nous conduisent ä cette cönclusion qu'un 
pareil ensemble ne saurait étre numérable. 

On pourrait partir d'une suite infinie numérable de fonctions f^.^ 
déduire de celles-la une nouvelle serie de fonctions plus lentement crois- 
santes encore, par exemple en prenant successivement pour fonctions ^^''^ 
les fonctions f'* elles-mémes, de ce tableau en déduire de méme un troi- 
siéme et ainsi de suite. L'ensemble ainsi formé ne posséderait pas encore 
la propriété demandée, car/ en prenant dans chacun des tableaux précé- 
dents une fonction, on formerait une suite numérable équivalente a Ten- 
semble primitif, au point de vue qui nous occupe.^ Mais on pourrait 
alors opérer sur cette suite comme sur la premiére, etc...., puis prendre 
dans chacun des tableaux infinis et en nombre infini ainsi formés, une 
fonction, ce qui donnerait une suite numérable qu'on utiliserait de nou- 
veau: en un mot, chaque fois que Ton aurait obténu un ensemble que 
Ton pourrait remplacer par une suite numérable, repartir de cette suite 
pour continuer les operations. On formerait ainsi un ensemble qui ne 
pourrait plus étre remplacé par aucune suite numérable de fonctions lui 
appartenant. 

tJn pareil ensemble remplirait il le but propösé? Cest ce qu*il päralt 
difficile de décider actuellement. 

21. Le théoréme (c) peut aussi se généraliser a Faidé des proposi- 
tions précédentes. On a d'abord: 

Théoréme (j). Etant donnée une suite infinie de fonctions f^''(w) aug- 
mentant indéfiniment, mais de plus en plus lentement, on peut toujours dé- 
terminer les u^ de maniére que la serie Iu„ soit convergente et toutes les series 
Iu„f>^{n) divergentes. 

11 suifira bien évidemment de former une fonction plus lentement 
croissante que chacune des f^ et d'appliquer a celle-la le théoréme (c). 
Ou encore, on pourrait appliquer le théoréme (c) a chaque fonction ^'* 
et former une serie plus lentement convergente que toutes celles quon 
aurait obtenues. 

^ C^est å ce type qu'appartiendrait le systéme indiqué par M. Pringsheim dans le 
Mémoire déjå cité (commencemeDt de la page 35^)- 
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De méme: 



Théoréme {å). Les fonctions p'*{n) étant encore supposées aug^nenter 
indéfiniment de plus en plus lenteynent, on peut toujours déterminer les v^ 

de maniére qtie la serie Ii\ soit divergente et toutes les series 2^ ~TT~ 

convergentes. 



^''(n) 



Enfin ces deux propositions peuvent étre considérées comme un cas 
particulier de celle-ci: 

Etant données deux suites infinies de fonctions f ^(w) , 0^{n), les unes 
de plus en plus lentement, les autres de plus en plus rapidement croissantes, 

mats tdles que pour tout systéme de valeurs de p et de q, le rapport ^^l 

augmente indéfiniment, on peiU déterminer les u^ de maniére que toutes les 
series i;u„y^{n) soient diver gentes et toutes les series Iu^^{n) convergentes. 

Car il est bien clair, d'aprés ce que nous avons démontré au n° 19, 
que Ton peut trouver deux fonctions F et O intermédiaires entré les jp 

Tji 

et les et dont le rapport ~ soit infini avec n. Il sufFira des lors 

d'appliquer le théorcine (c) a ce rapport. On obtiendra ainsi une suite 

IT. 



C/l et Ton fera w. = 



ö(n) 



26 janvier 1894. 
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SUR LES INTÉGRALES RÉGULIÉRES 
DESÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 



PAR 

HELGE VON KOCH 

i. STOCKHOLM. 



I. Dans la premiére partie du mémoire Sur les déterminants infinis 
et les équations différentiélles linéaires (ce journal, t. i6) nous nous sommes 
occupé de la resolution d'un systéme infini d'équations linéaires 

(O ,^ Ak^k = o (i = -ao..+oc) 

ta — OO 

dont le déterminant [-4/J/,i— «..+• ^s' ^® ^^ forme normale (c^est-adire 
tel que le produit des elements diagonaux converge absolument et que 
la somme des elements non-diagonaux converge absolument). 

Pour le but du present mémoire, il est nécessaire de généraliser 
cette étude au oas ou le nombre des équations du systéme (i) est, pour 
ainsi dire, plus grand que eelui des inconnues: nous voulons parler de 
systémes de la forme (i) ou le déterminant des A^ n'est plus de la forme 
normale mais le devient des que Ton y supprime un eertain nombre des 
lignes. Pour plus de généralité, nous ne supposerons pas que les seconds 
membres des équations proposées soient nuls; nous les supposerons seule- 
mcnt égaux ä des constantes dont les valeurs absolues sont inférieures 
a une quantité donnée. 

Avant d'aborder ce probléme, rappelons une propriété des détermi- 
nants de la forme normale (mém. cité, n*' 20) qui nous servira pour 
point de départ. 

Jeta nuUhtmaUea. 18. Imprimé le 8 octobre 1894. 43 
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Soit 
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■^ = C-'^. *].,»—.+ 



oc 



un déterminant de la fonne normale; désignons par 



Il . . f^ 



Xt • • x„ 



celui des niineurs de D d'ordre u qui s'obtient en rempla9ant chacun des 
elements A,^^^ , . . , A^^^^ par Tunité et tout autre element des lignes 

«i , . . , fj, (ou des colonnes x^ . . , x^) par zéro (nous conviendrons d'attribuer 
la valeur zéro a ce synibole toutes les fois que deux c ou que deux x 
seront égaux). 

Posons Aft= n^t, (/ ^ Å), ^^, = i -f ttu\ par hypothése la serie ^,^4. \a^^\ 
est convergente, ce qui entraine la convergence du produit 

n..(i + i:. I «,.!). 

Désignons par [i^ . . i,.) ce que devient ce produit si Ton y supprime les 
facteurs correspondant ä i = ij , . . , ?V; ou a alors 



(2) 



'1 • • »,\ _ 



< ('1 • • K) — I 



et, en particulier (m désignant un entier positif quelconque), 



(2') 






)- 



<_ ( — m . . + "O — ^ • 



De la on conclut Texistence d'un entier m' tel que les mineurs 






(/;; = m', m' + J > • • > co) 



sont tous différents de zéro; pour trouver w', il suffit de se donner une 
quantité positive ^ < i et de déterminer m' en fa9on que 

( — m , . + w?) — \ < (J des que m > w'. 
Or, désignant par S_„ .^^ ce que devient la serie 



(3) 



^i 2^1 1 ^u 
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si lon y supprime les termes correspondant auxindicesi = — m,,.,+m, 
on a (pour des m suffisamraent grands): 



(2") 



s_, 






m 



Il suifit donc de choisir m' de maniére que 

ce qui est possible puisqu'on suppose la serie (3) convergente; si nous 
nous bornons, et c'e8t ce que nous ferons toujours dans ce qui va suivre, 
au cas oii la serie (3) est telle que le nombre m' s'obtient au moyen 
d'une suite (finie) d'opérations arithmétiques (c'est évidemment ce qui aura 
lieu dans les cas usuels), le resultat auquel nous sommes parvenu s'ex- 
prime ainsi: 

Un déterminant de la forme normale étant donné, on peut, par une 
suite d*opérations arithmétiques, trouver un mineur d'ordre fini qui n^est 
pas nul. 

2. Considérons maintenant un systéme linéaire 



(<=— 00..+C0) 



k= — 00 

il SS OD 

ou les équations peuvent étre partagées en deux groupes, (-4) et {B); 
dans le systéme (A\ le déterminant des elements est de la forme normale 
et les Af sont, en valeur absolue, moindres qu'une quantité donnée; quant 
au systéme (7?), qui n^embrasse qu'un nombre fini q d'équations, nous 
supposerons seulement que les coefFicients B^^ soient, en valeur absolue, 
moindres qu'une quantité donnée.^ 

Proposons-nous de trouver toutes les valeurs des Xjt q^i satisfont 



* Cf. mém. cité, n° 9. 
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aux équations (4) et qui restent inférieures en valcur absolue ä un nombre 
fini (qui peut ne pas étre connu d'avance) X: 

(4') |rCjt[<X. (*«-•.+«) 

Nous verrons que ce probléme se raméne toujours a la resolution d'un 
certain systéinc fini d'équations linéaires entré un noinbre fini d'inconnu8. 
Pour abréger, désignons la serie ^^Aj^Xt par w, et la serie S^B^^Xj^ 
par Vi de sorte que le systéme (4) prenne la forme 

Ui = Ai, « = — ao.. + oo) 

Soit D le détenninant des A^^] choisissons un mineur quelconque de D: 

i fC\ • . rC 

et formons la serie double 

cette serie étant absolument convergente (inéni. cité, n*' 20) quand les 
Xi satisfont aux conditions (4'), on aura 

^'\ky .. k, k) ' 

kl . • kf. / ^,^l \ /i*i . . ky_i k fl-y^-i • • kf. / 

d'ou : 

\ki . . AV/ \ A^i • * kr / j^ y=l \^1 • • i^v—l '^ '*'v+l • • f^r 

(* * \ r ' * \ 

I désignant ce que devient le dét^rminant | ) ®^ ^'^^ 7 

remplace les elements Af^ de la colonne k par les -4^. 



Sur lc8 iQtdgrales régniHöres des équations difföreDtielles liDéaires. 
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Or nous pouvons toujours, par la inéthode précédente, trouver un 

mineur de D d'ordre fiiii qui n'est pas nul; si nous désignons par ( * '^ ) 

ce mineur, toutes les incoiinues x^ 8'expriineront, en vertu des équations 
(5), en fonction linéaire par rapport a r d'entre elles: x^^ , rr^^ , . . , x^^. 
Pour trouver les équations auxquelles doivent satisfaire x^^ j x^^j . . j x^^y 
il suffit de substituer aux d:^, dans les équations w^ = Ai et t;^ = i?^, les 
valeurs fournies par la formule (5); nous aurons 

i,(;' • • *') ^.. + i^-x.Q' ■ ■ i-' i ;■*' • • ';y.. 



(6) 



\ki . . kr I 



r.(;;;:;;j,^..+z^..i,(: 



t\ . . lu—\ K ^ 



(r*— ao. T») 



v— 1 "v 'v+l • 



v-l 



fCj^ • . tC^ j tC ^v+1 • • '^r 



Ba 



f 1 . . 7f. 



Br 



0-l,2,..,9) 



En vertu des forraules suivantes, que Ton obtient sans difficulté: 



^*G; !!*;)/'*- 



k 



'l . . tC^/ 



9 m 

k^ . . kj ''' 



— S. 



/* 



C'^'l,..,'r) 



c-V 



s, ;■■• 



K-i 



K *v+i 



A. j • . ^^y j K f^^x-x • • '*'fi 



Au = 



f o 



vv 



\S, 



ftV 



(<^'l,..,'r) 



C- V 



le systéme (6) se réduit a un systéme fini de / + ? équations: 
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(7) 






■^g\^'ki + • 






r J-qr^lr ^0> 



dans ces fonnules, S^^ (pris avec le signe ( — i)" ") représente ce que 



?i . . ?Y 



devient le symbole ( ' '^ | quaiid on y supprime rindice e^ et Tin- 

dice k^j et S^ représente ce que devient le déterminant S^,,^ quand on y 
remplace la colonne B^ par la colonne formée par les seconds membres 
des équations (4); jf)^ désigne ce que devient Si^ quand on y remplace 
la ligne i^ par la ligne des B^.^ et T,, désigne ce que devient T^j quand 
on y remplace la colonne A, par la colonne formée par les seconds membres 
des équations (4). 

On peiit donc, par une suite finie d" operations arithmétiques, réduire un 
systcme infini tel que (4), oå leS' inconnues sont assujetties aiix conditions 
(4'), å lin systéme fini d*équations entré un nombre fini d-inconnues. 

3. Appliquons d'abord ce resultat au cas ou les équations données 
sont homogénes (Ai = Bj = o): 



(8) 



«, = o, 

Vt = o , 



((_-«,..+•) 

(i=l, ?,..,«) 



les inconnues Xt étant toujours assujetties ä la condition 



(8') 



xA < X. 



(*=»—» .. + ac) 



Dans ce cas, le systéme transformé (7) sera aussi homogéne, car les S^ et 
les T^ sont tous nuls. Convenons de donner le nom de solution du 
systéme (8) ä tout systéme de valeurs des x,, qui vérifient les équations 
(8) et les conditions (8'), et de dire que v solutions :ri , a^i' , . , , rri"^ sont 
linéairement indépendantes s'il n'existe pas de constantes c', c"j . . , c^'^ 
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telles que hi somme c'x'i^ + c"Xt + . . + c^^^x^j^^ soit nulle pour chaque va- 
leur de Tindice k. 

Il est clair d'abord que le systéme (8) ne peut avoir plus de r So- 
lutions linéairement indépendantes; car tous les Xjt sont, en vertu des 
équations (5), parfaitenient déterminés quand on connait Xi.^ , x^.^ , . . , :r^^. 

Pour trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour Texistence 
d'un nombre donné p de solutions linéairement indépendantes, il suflfit 
de considérer certains des déterminants de la matrioe {A , B) des elements 
Aft et Bifg. Par la matricc des elements A^ et B^t nous entendons Ten- 
semble de ces elements, rangés en lignes et en colonnes (le premier indice 
se rapportant aux lignes, le second aux colonnes). Par {A)i nous dé- 
signons la ligne constituée par les elements A^t (^ = — co . . + c>o) et par 
{B)i celle constituée par les elements B^^ (A; = — co . . + co); par la co- 
lonne k nous entendons celle ou le second indice des elements est k. 

Désignohs, en effet, par 31^ Tensemble de déterminants que Ton peut 
former avec la matrice {A , B) en y supprimant q quelconques des lignes 

(9) {B\ ,(/?),,.., {BX , {A\ , (A)., , . . , {A\; 

par Jkfj Tensemble de déterminants que Ton peut former avec {A , B) en 
y supprimant g + i quelconques des lignes (9) et i quelconque des co^ 
lonnes 

(10) k^ , A"j, . . , /.-,; 

et, d'une maniére générale, par M^ Tenscmble de déterminants que Ton 
peut former avec {A , B) en y supprimant ? + v» quelconques des lignes 
(9) et v» quelconques des colonnes (10). (Il est clair que le déterminant 
D défini plus haut appartient a Tensemble M^ et que Tensemble 31^ est 

composé d'un seul déterminant: f ^ '^j). 

\ki ' - k,./ 

Je dis que les conditions nécessaires et suftisantes pour que le sys- 
téme (8) ait v solutions linéairement indépendantes, s expriment en égalant 
a zéro tous les déterminants 31 d*indice v» — i . 

Ces conditions sont nécessaires; car si Tun quelconque des 31^ {p-=^—^)j 

par exemple I ' ' j, était différent de zéro, toutes les inconnues s'ex- 
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primeraient en fonction de i»^x, » ^x, j • • > ^* ^* 1® nombre des solutions Ii- 
néairement indépendantes serait au plus egal a jx. 

Ces conditions sont aussi suffisantes; car designens par /i le plus 
petit entier tel qu il y ait, parmi les déterminants Jkf^, au moins un, par 

exemple [ ^ * '^ | , différent de zéro. D'aprés ce que nous avons vu, 

toutes les inconnues s exprimeront en fonction de x^^ , rr,^ , . . , a^^, , et ces 

dernicres quantités ont a vérifier /i + ? équations linéaires et homogénes 
oii les coefficients ne sont autres que des déterminants appart^nant ä 
Tensemble M^_^. Ces déterminants étant tous nuls, il est clair que le 
nombre des solutions linéairement indépendantes est egal a /i; et ce 
nombre /i ne peut pas étre inférieur a v pourvu que tous les M^^i 
soient nuls. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que le systéme donné 
(8) ad mette un nombre donné de solutions linéairement indépendantes, 
8'expriment donc par un nombre fini de relations entré les A et les B 
et Ton peut toujours tro u ver ces relations par un nombre fini d'opérations 
arithmétiques. 

Supposons que, par un moyen quelconque, on ait trouvé, parmi les 

déterminants M^^ au moins un, soit ( * |, différent de zéro, et que 

tous les déterminants M^_i soient nuls. D^aprés les formules précédentes, 
la solution générale du systéme (8) sera la suivante: 

/ il . . i\ (il h " i\ , , /^i •• ^''-i ^A 

\fCi • • tCy / \ fe Kl . » n-y, / \Ki , , *^v—i ^/ 

(*=-0O..-f«D) 

^iti y ^'t^ i • ' y ^k désignant des constantes arbitraires. 
4. L'étude du systéme non-homogéne 

(12) 

se raméne aisément ä celle du systéme homogéne étudié au numéro 
précédent. 
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Déterminons d'abord un détermmant non nul ( ^ ) et formons 

les ensembles de déterminants désignés par 3/, , M^ , . . , 3f ^ . 

Puis, formons des déterminants nouveaux en bordant la matrice de 
chacun des déterminants M^ par Tune quelconque des lignes 

(13) {B\,{B\,..,[B\,{A\,[A\,..,{A\ 

et par la colonne formée par les seconds membres des équations (12); 
désignons par M^ Tensemble des déterminants ainsi obtenus. De la méme 
maniére, bordons la matrice de chacun des déterminants M^ par Tune 
quelconque des dites lignes et par la dite colonne; et désignons par M[ 
Tensemble ainsi obtenu; etc. 

Nous obtiendrons les ensembles sui vants de déterminants: 

M',\ 3f;,.., m;. 

Supposons que tous les déterminants des ensembles M^ dont Tindice fx 
est inférieur a un certain indice v soient nuls, mais que, parmi les Jlf^, 

il y ait un au moins (soit I * j) qui ne soit pas nul. 

Je dis que les conditions nécessaires et suffisantes pour que le sys* 
téme (12) ait au moins une solution, sexpriment en égalant a zéro tous 
les déterminants appartenant ä 1' ensemble M[\ et que, si ces conditions 
sont vérifiées, la solution générale du systémc (12) contient v» constantes 
arbitraires. 

En effet, les conditions sont nécessaires puisqu^on peut, en admettant 
Texistence d'une solution du systéme proposé, par des formules telles que 
(7), exprimer chacun des déterminants M[ en fonction linéaire et homogéne 
par rapport aux M^.^^, qui sont tous nuls, d'aprés Thypothcse. 

Ces conditions sont aussi suffisantes; car, d'aprés ce qui précéde, 
toutes les inconnues x^ s'expriment en fonctions linéaires par rapport aux 
^'t^^^k^i'"i^k ! Gt ces derniéres n'ont a vérifier que )^ -{-q équations linéaires 
ou les coefficients des premiers membres sont les déterminants appartenant 
ä Tensemble itfy_i et les seconds membres des déterminants appartenant 
a Tensemble 3iJ. 

Äota mathimaUea. 18. Imprimé I« 9 octobre 1894. il 4 



346 Helge von Koch. 

Donc, si les conditions dont il s*agit sont vérifiées, on voit d'aprés 
la formule (5), que la solution générale du systéme (12) est la suivante 

^'ti > ^*, » ' ' 9 ^t désignant des constantes arbitraires. 



§ 2- 

5. Avant d'aborder le probléme que nous avons en vue, rappelons 
succinctenient les principaux resultats obtenu dans le mémoire cité 
plus haut. 

Soit 

une équatioh linéaire, privée du terme contenant , ^_[ , et ayant pour 

coefficients des fonctions analytiques de x, développables en series de 
Laurent a rintérieur d'un anneau circulaire entourant un point donné, 
par exemple x = o: 

(^6) P^(^x) =' Z a.xXK (r-«,8...,l.) 

A" — 00 

Formons les fonctions 

(17) f(/>) = />(/>— I).. (iO—«+0 + /o(/>—0--(/'—»»+3)a«,-i +..+ «.,_« 

(18) A„^^ {p + X){p + X— l)..{p + ^ — n + 3)«2,m-A-2 + . • + «».«-»-,» 

P-Pl P—P% P-Pm 'P . «(«— 1) 

(19) Äo(/«)=i, K{p)=-^y'^e - ..e •" =^^e - «" 

et posons 

(20) h„{p)A„a = X«ÅP\ K{p)9{P + m) = X^Åp)- 
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Sj/ dans Texpression différentielle P(y), nous posons 

P{y) prend la forme 

(2 2) P{y) = r <?,(/,)a^^'— 

ou 

(23) G^{p) = f^Oo + »Oi?«* + T.[A^),gi,, ,x^m) 

et les équations liiiéaires auxquelles doivent satisfaire les g^ pour que la 
fonction (21) représente une intégrale de Téquation (15), 8'écrivent sous 
la forme 

+ C0 

(24) Z Xmkffk = O. (« — «.. + 00) 

Le déterminant 

des elements ^ik ^s* de la forme normale ^ pour toute valeur finie de p 
et représente une fonction analytique et entiére de p qui jouit des pro- 
priétés sui vantes: 

1° D{p) vérifie Tégalité 

i>{p + o = (- ^Y^ip) 

et représente, par suite, une fonction périodique de p (de période i ou 2). 
2^ I){p) a n zéros incongruents (chacun d'eux étant compté avec 
son ordre de multiplicité) et peut étre représente sous la forme 



n 



TT 



i>{p) = n 



v=l 



^ Nous supposoQS que le point a; = I se trouve & Tintérieur du domaine de cod- 
vergence des series (16). Mais, dans le oas coutraire, od est ramené immédiatement å ce 
cas en remplagant, dans D(p\ chaque élémont j^^^ par Xa^^^^ ^^ ^9 désigne un point da 
domaine de convergence. 
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p j p"j ' • > y "^ désignant des constantes dont la somme est égale au nombre 

. . n(n — I ) 

entier : — ^^ • . 

2 

3° Si on développe D{p) en serie suivant les puissances croissantes 
de /?, les coefllcients sont des series absolument convergentes procédant 
selon les puissances et les produits des paramétres a,.)/, les coefficients de 
ces series sont des polynomes entiers en tt dont les coefficients sont des 
nombres rationnels. 

Soient p , p'\ • - y p^^^ un systéme de zéros incongruents de JD{p)j 
s'y s'\ . . . 5^''^ leurs ordres de multiplicité. On peut former n intégrales 
linéairement indépendantes qui se partagent entré p groupes appartenant 
respectivenient aux zéros />',/>",.., />^^ et contenant respectivement s'y 
5", . . , s^^'^ intégrales. 

Pour représenter analytiquement les s intégrales appartenant a Tun 
quelconque p' de ces zéros, désignons par 

les nombres caractéristiques et par 



kj ' \ki kJ ' * ' \k^ k^ , . k 



un systéme de mineurs caractéristiques correspondant ä /?' (pour la dé- 
j&nition, voir mém. cité, n*' 23); les nombres 5 , 5j , . . vérifient les con- 
ditions suivantes: 

5 > r ; 5 > 5j > . . > Sr_i ; s — "^^ > 5^ — ^^ > . . > s,_i 



et le mineur ( ^ ) (ou v» < r) est, pour p=p, nul d^ordre s^ tandis 



lf\ • » Zf. 



que ( ) est différent de zéro. 
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Posobs 






+• 



• • 



-<-^)=.?.(;:::::;:;';k- 

Alors les intcgrales en question se partagent entré r sous-groupes con- 
tenant respectivement 

intégrales: 

qui se représentent analytiqueinent par les formules suivantes 

^^•^ "■ a/?'« ' ^^-^ ~ a/j-i-^-i » • • j ^i.vi — 3^,-1 ' 
,, _ ^'^g.ip^ s p) ^^ _ 3*»-^»^>,/>) _ y'-'^,(^ ./>) 

Ur.\ — ffr\^ J P) > ifr.i — ^ 9 • • > Ifr.vr — ä^^i^^l 

oii il faut substituer, apres les différentiations, />' a la place de p. 

6. Chacune des intégrales ainsi définies est de la forme 

(25) x^{F, + F, logrr + F, {logxy + .. + F,{logxY), 

p désignant une racine de Téquation D(^) = o et les F étant des series 
procédant solon les puissances positives et negatives de x^ ayant pour 
coefficients des fonctions entiéres de p. 
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On dit, d'aprés M. Thomé, qu^une intégrale de la fonnc (25) est 
réguliére (dans le voisinage de ä; = o), si les F ne contieiinent qu'un 
nombre fini de puissances negatives. 

Considérant le cas oii les coeflTicients P de Tcquation proposée ne 
contiennent qu'un nombre fini de puissances negatives de Xj M. Thomé 
a montré que, si m désigne le degré d'une certaine équation (Féquation 
déterminante), Téquation (15) ne peut avoir plus de m intégrales réguliéres 
et que Ton peut toujours former m series de la forme (25) satisfaisant 
formdlement a Téquation (15); ces series représentent donc des intégrales 
réguliéres, pourvu qu'elles soient convergentes. Comme, dans le cas ge- 
neral, les series ainsi obtenues sont divergentes, il faut, pour que Téqua- 
tion proposée ait des intégrales réguliéres, que les paramétres satisfassent 
ä certaines relations. 

Il a été impossible de trouver ces relations, sauf dans un cas par- 
ticulier, par les méthodes connues jusquMci. Comme nous allons le voir, 
on peut toujours les trouver a Taide de la méthode indiquée au para- 
graphe précédent. 

7. Si Ton cherche a vérifier Téquation (15) par une intégrale ré- 
guliére de la forme 

(26) y = S^^^'""' 

le systémc d'équations (24) auqucl doivent satisfaire les g^ et p prend 
la forme 

(27) Tx,nXffx=0, (m»-«.. + «) 

Ce systéme (27) se simplifie beaucoup dans le cas ou le point singulier 
X = o n'est qu'un pöle pour les coeflFicients P de Téquation proposée. 
Dans ce cas, auquel nous nous bornerons dans ce qui va suivre, les dé- 
veloppements (16) des P ne contiennent qu'un nombre limité de puis- 
sances negatives de x. 
Soient 

(28) x-^"''' , o;-'-^* , . . , rr-"-''- 
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les puissances par lesquelles conimencent respectiveraent les développe- 
ments des fonctions 

P,{x), P,{x), .., P^{x). 

Considérons la suite des nombres entiers 

(29) - Po t Pa t P« ^ • • ^ P« 

(ou Ton a pose, pour plus de symétrie, o = p^); soit p le plus grand 

d'entre eux, et p„ le premier nombre de la suite (29) (parcourue de 

gauche a droite) qui atteint cette valeur jp. 

Il ylent 

^^j^ = o des que k — i>p 

et lon voit que le degré de la fonction Xu-^p (divisée par hi(p)) est egal 
an — IT. 

Les équations (27) se réduisent donc aux suivantes 

ou encore: 

X-p.«9o — o, 

• • • 

(3°) x-u„go + ;r-i.i^i + • • + x-\.T-\9,-i = o> 

X0.0O9 + Xo.\9\ + • • + Xo-p-yffp-i + Xopffp = O» 

;iri.oi7o +jri.i^i + • • + ;if i.,-i <7;-i ■^xi.pffp+Xi.p+iffp+i'^^* 



Cest ä l'étude de cc systeme linéaire que se raméne le probléme 
de trouver les intégrales réguliéres. Dans le cas ou p = o, le détermi- 
nant du systeme (30) est de la forme normale et se réduit d'ailleurs a 

son terme initial: TLx^- C'®^' donc, au point de vue de la théorie des 

v-O 

déterminants infinis, le cas le plus simple qu'on peut imaginer. Aussi 
ce n'e8t autre que le cas rendu celebre par les travaux de plusieurs 
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géométres et notamment par les recherches classiques de M. Fucns. Nous 
pouvons donc le laisser de c6té ici, d'autant plus que, dans le mémoire 
cité plus haut (voir n*' 26), nous avons vu comment se présente la théorie 
(de ce cas au point de vue de la théorie des déterminants infinis. 

Supposant donc p > o, nous voyons que le déterminant du systéme 
(30) n'est plus de la forme normale mais qu'il le devient des qu'on 
supprime p quelconques des lignes; en effet, le déterminant du' systéme 
qu'on obtient apres avoir supprime les p premiéres équations de (30), 
est de la forme normale puisque le produit des elements diagonaux ;f,, 
converge absolument et que la somme des elements non-diagonaux }(n 
converge absolument; et ce déterminant reste de la forme normale si Ton 
remplace Tune ou plusieurs des lignes par des lignes dont les indices appar- 
tiennent ä la suite — jp, — jp+ i,.., — i. 

Nous avons donc ä envisager les déterminants obtenus en supprimant 
dans la matrice des elements ;^,^: 

(3 X<'0 J Xii ? • • > Xu+p^ «=-;', -p+i, ..,0,1, ..,+«) 

p quelconques des lignes. Pour plus de symétrie, nous pouvons con- 
sidérer tous ces déterminants comme des mineurs d'un seul déterminant 
A, a sa voir celui qu'on obtient en ajoutant a la matrice {ii) p colonnes, 
numérotées — p j — ;;+ i,.., — i, dans chacune desquclles tous les 
elements sont nuls; nous désignerons donc désormais par le symbole 



fltj fltj . . a. 



\P\ Pl — P< 

celui des mineurs d'ordre j de A qu'on obtient en rempla9ant dans A 
chacun des elements /^^^ , Xa^^ > • • > Xa^$% P^^ Tunité et tout autre element 
des lignes ol^ ..a^ ou des colonnes p^ > - fiq par zéro. Il est clair que 
chacun des déterminants (32) ou q<p est nul identiquement, car ils 
contiennent tous au moins une colonne composée de zéros; et que, si 
(7>jp, le déterminant (32) est nul également si tous les nombres — jp, 
— jp + I j ••> — ' i> i^e sont pas compris dans la suite Px^ft^yj Pq* En 
particulier, le symbole 

(33) 
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représente (au signe prés) le déterminant de la matrice qu'on obtient en 
supprimant, dans la matrice (31)9 les lignes a^ , a, 9 . . , a/j et 



(33') 



— P J —P + 1 9 . . 9 — I , *i , *2 f • • f *v/ 



représente (au signe prés), celui des mineurs d'ordre y du déterminant 
(33) qw*on obtient en supprimont dans la matrice (31) les jp + y lignes 
a, , a, ,.., Äp ,«,,«,,.., «^ et les y colonnes x, , x, , . . , x^. Comme toujours, 
nous convenons d'attribuer au symbole (32) la valeur nuUe si deux quel- 
conques des indices supérieurs ou si deux quelconques des indices in- 
férieurs sont égaux entré eux. 

D'aprés des resultats obtenus dans le mémoire cité, il est clair que, 
pour que Tcquation (15) ait un nombre donné m dMntégrales réguliéres 
de la forme 

(34) in^T"^' 

oii R désigne une constante donnée quelconque, il faut et il suffit que 
le systéme d'équations (30) ait, pour p = By m solutions linéairement 
indépendantes. Or, d'aprés le paragraphe précédent, cette condition s*ex- 
prime de la maniére suivante. On détermine (ce qu'on peut toujours 
fnire par un nombre fini d'opérations arithmétiques), un entier y et p + 2y 
indices a^ , a^ , . . , a^ , «i ,«,,.., ^ , *, , ^3 > • • , ^^ de tellc maniére que le 
déterminant (33') soit, pour p = R^ diflFérent de zéro; puis on égale ä 
zéro tous ceux des niineurs de A d'ordre p + m — i quon peut dé- 
finir en supprimant dans le symbole (33') y — iw + i quelconques des 
indices a, , a, , . . , a^, , «i , r^ , . . , «;, et y — m + i quelconques des indices 

Désignons par M^ Tensemble des mineurs qu*on peut définir en 
supprimant dans le symbole (33') y quelconques des indices 

et les y indices 

\3^/ X^ y X^ y » ' y X/y 

Jeta mathåmatica . 18. IinpriHié le 10 octobre 1S9I. 45 
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par ifcfj lenseiiible des mineurs qu'on peut définir en y supprimant v — i 
quelconques des indices (35) et y — i quelconques des indices {36);..; 
par 3I^_i Tensemble des mineurs qu'on peut définir en supprimant dans 
(33) I quelconque des indices (35) et i quelconque des indices (36). 

Cliacun des déterminants ainsi définis est unc fonction entiérc de p 
dont les coefficients sont fonctions des paramétres a. 

Je dis que le nombre des intégrales régulieres appartenant ^ ä R est 
egal ä Vexposant de la plus haute puissance de p — R qui divise tontes les 
fmctions M^. 

8. Démontrons d'abord que, jj. désignant Texposant de la plus haute 
puissance de p — R qui divise toutes les fonctions M^j Téquation (15) a, 
au moins, p. intégrales régulieres. 

Puisque, pour p z= R^ les déterminants M^ sont tous nuls tandis que 
le déterminant (33') (c'est-ä-dire M^) ne s^évanouit pas, on peut déterminer 
un nombre r de la suite o , i , 2 , . . , y tel que tous les déterminants 
3It d'indice k < r sévanouissent pour p = R tandis que, parmi les dé- 
terminants M^y il y ait au moins un qui ne devient pas nul. Soit 

/ • • • 

. I ^^l 9 ^2 > • • > ^'p ) ^1 > ^2 > • • > 'r 

\ — Py —p+ I , . . , — I , ^•, , Ä:,, . . , /c 

ce déterminant non nul. Désignons par Mq Tensemble de tous ceux des 
déterminants M^ qu'on peut définir en supprimant dans le symbole (37) 
r quelconques des indices supérieurs et r quelconques des indices inférieurs; 
par M[ Tensemble de tous ceux des déterminants M^ qu'on peut définir 
en supprimant dans (37) r — i quelconques des indices supérieurs et r — i 
quelconques des indices inférieurs; . . ; par M^ Tensemble de tous ceux 
des déterminants 31^ qu'on peut définir en supprimant dans (37) r — k 
quelconques des indices supérieurs et r — k quelconques des indices in- 
férieurs. 

^ Sclon Tusagc, uous dirons quuDC intdgralc de la forme 

xP{F^ + F,\ogx + . . + Fj, OogxY) 

est une intégralc nppnricnavt u Vexposmit p si les series F (dont on supposc que Tune 
au moins nest pas nulle idontiquemcnt) ne contienncnt que dos puissanccs 2^ositives de x. 
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Par hypothésc, tous les M^ et, en particulier tous les M'^ devicnnent, 
pour p = R, nuls crordre /i au moins. Mais, parmi los 3fJ, il y a un 
au nioins qui ne dovient nul quc d'ordre /i au plus; en effet, le déter- 
ininant A, de méme que tous ses mineurs d'ordre i , 2 , . . , 2? — i sont 
nuls identiquement; donc, en se servant d*un mode de demonstration in- 
diqué dans le mcmoire cité (n° 23), on voit que, si tous ceux des mi- 
neurs d'ordre j) de A dont nous avons dcsignc Tensemble par ilf^, 8'an- 
nulaient d'un ordre supérieur a /i, il en serait de méme de tous les 
mineurs d'ordre J9 de A, ce qui est contrairc ä riiypothcse. 

Dcsignons dönc par 

(38) /^y/hy/hy • • >/A-i 

les exposants des plus hautes puissanccs de p — R qui divisent respective- 
ment tous les déterminants il/J, tous les dcterminants M[, tous les dé- 
terminants Ji^ , .. tous les déterminants -3f',_i. On peut démontrer (voir 
mém. cité, n® 23) que ces nombres satlsfont nécessairement aux conditions 
suivantes 

et qu'on peut supposer les indices du symbole (37) rangés en fa^on que 
/i , /i, j /i^ > • • > /^r-i désignent les exposants des plus hautes puissances de 
p — R qui divisent respectivement les déterminants suivants: 

—p j —p + 1 , • • , — I / L^', J ' L/'-i /'-a r ' L^^ • • f^r\ 

P . . . 

oii, d'une manicre générale, * | représentc, pour abréger, le dé- 

terminant 

P y i^ + I j • • > ^ y f^i y ' ' y ^\/ 

c'est-a-dire celui des mineurs d*ordre v de ( ^ ' ^ ' » /» 

\- py —P+ I , .., — I 

( ^\ y ^2 > • • ' ^'p \ 1 
qu'on obtient en remplacant dans ( cliacun 

^ ^ \-Py-p+ I,..,-I/ 
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des elements ^.^^^ , ^ijt^ » • • j //.*. par Tunité et tout autre element des lignes 
ij . . i^ (ou des colonnes k^ . . k,) par zéro. 

On voit aussi que tous les M^ sannulent d'ordrc fi^ au moins; car 
tous les mineurs de A d'ordre i , 2 , . . , 2> s*annulent d'ordre (i au moins 
et les mineurs M[ s'annulent d'ordre /i, au moins; d'ou s'ensuit que totés 
les mineurs d'ordre j9 + 1 de A s'annulent d'ordre /£, au moins. De la 
méme maniére on voit que tous les M^ s'annulent d'ordre fi^ au moins, . . , 
que tous les 31^^^ 8'annulent d'ordre /i^_i au moins. 

Posons maintenant 



(40) 






A = L'»'l • • '•>-! ^ J 



X'^^ 



et portons Tune quelconque ff^(x , p) de ces fonctions dans Texpression 
différentielle P(y). En remarquant que chaque serie de la forme 

est nulle identiquement quand Tindice i est différent de chacun des indices 



• • 



mais égale a un certain des déterminants 3Il_i quand i est egal ä un de 
CCS indices, nous pourrons écrire 

G„^{p)j .., G„^{p) , Gf^{p)y .., Gi^{p) désignant certains des déterminants -3f^_i. 
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T0U8 les déterininants ' ""* | (A = o, i ,.., + cx)) sannulent 



pour p = B d*ordre fjty au moins mais T un d'eux, 



il . • ^ I 

fe, . . h\] 



"..ne 8'annule 
A, 



que de cct ordrc /x^. On en conclut que les /i^ — i preiniéres dérivées 
de la fonction g^{x , p) par rapport ä p sont identiquement nulles quand 
on prend p ^ R inai? que les dérivées suivantes ne le sont pas. Le 
second inembre de Tégalité (42) s'annulant, pour p = Ry d'ordre /i^_i au 
moins, il s^ensuit que les /i^ — /i^_i fonctions 

représentent, pour p = Ry p,^ — ^_| intégrales de Téquation diflférentielle 
(15). La série g^ix y p) étant uniformément convergente par rapport k p 
a rintérieur d'un domaine fini quelconque (ef. méin. cité, n° 22), on a 
le droit de la dififérentier terme par terme. Effectuant les calculs, on 
voit que les intégrales obtenues sont de la forme 

y,., = x^{F^,^ + F,.i löga; + . . + F,.,_i (logx)*"') a-iA...;'.-.--;^) 

les F désignant des series procédänt selon les puissances positives de x 
et convergentcs ä Tintérieur du méme domaine que les développements 
(16). Dans chacune de ccs intégrales, le coefficient de la plus haute 
puissance de log o; est, a un coefficient numérique prés, egal a la fonction 
y^i qui, nous le savons, n'est pas nulle identiquement. Donc, les inté- 
grales (43) sont linéairement indépendantes. Prenant successivement 
y = I , 2 , . . , r, nous obtenons ainsi [x — /£, + /^j — /^j + • • + /^r-i = /^ 
intégrales qui se partagent entré r sous-groupes comprenant respective- 
ment p — p^ = ^p /^i — Ih — ^2 > - ' > Mr^i = ^r intégrales: 

(44; i/lA 9 yi.2 > • • > Ifl.vi 9 1/7.1 9 Vi.Q 9 • ' 9 y-J.v^ > • • I Ur.l 9 Vr.l > • • > Vr.vA 

on démontre, en suivant la méme marche que dans le mémoire cité 
(n® 24), que toutes ces intégrales sont linéairement indépendantes. 

Donc, ä la racine p = R appartiennent p intégrales réguliéres et li- 
néairement indépendantes. 
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9. Démontrons maintenaiit que ccs /i intégrales sont les seules in- 
tégrales réguliéres appartcnant a p ^ By cest-a-dire, qu*une intégrale ré- 
guliérc quelconque appartcnant a B s^expriine linéairement par rapport 
ä cl les. 

Convenons de dire, pour abréger, qu'une intégrale réguliere de la 
forine 

(45) <^;. + <^,.-i log;r + . . + 0, (logo:)'^ 

est de genre /i si /i est Texposant de la plus liaute puissance de logrr 
qui y figurc (ce qui implique que le coefficient 0^ n'est pas nul identique- 
ment). 

Parrai les intégrales (44), il y a évidemment r qui sont de genre 
zéro. Désignons par r + r^ le nombre de celles de genre inférieur ou 
egal a I, par r + rj + r, le nombre de celles de genre inférieur ou egal 
a 2 et ainsi de suite. Il est clair que r est egal au nombre de ceux 
des nombres 

qui sont supérieurs a zéro, que rj est le nombre de ceux supérieurs a i, 
que r, est le nombre de ceux supérieurs a 2, et ainsi de suite. Donc, 
d'aprés les conditions (39), r^ est le phis grand entier vérifiant la condition 

(46) /i.,_i > r—t\ + I, 
r, le plus grand qui vérifie la condition 

(47) /^r,-i > r — r^ + 2 

et ainsi de suite. 

Cela étant; nous allons démontrer que, parmi les intégrales réguliéres 
de réquation (15) appartcnant a Texposant J2, il y a r de genre zéro, 
r + r, de genre inférieur ou egal a i, ^ + ^'j + r^ de genre inférieur 
ou egal a 2, etc; d'oii se pourra conclure immédiatement le théoréme 
énoncé plus haut. 

Toute intégrale réguliere de genre y est de la forme 

(48) 0. + 0.-1 löga; + . . + 0, (Loga;)% 
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les (P^ désignant des series de la fornie 

+ 00 

(49) l^k = T^Jt.x^"^^' (*-o.i 1 

Si ron convient de regarder les g^x comine des constantes (indépendantes 
de p)j on pourra écrire 

(50) (/».(logrry-^'""^* 



V-* 



Donc, désignant la fonction (48) par u et portant cette fonctiön dans 
Texpression différentielle P(y), nous pouvons écrire 

P(.) = P(*.) + P('-|-i) + . . + P0) 

ou, ce qui est la méme chose, 

(51) P(«) = P(<P.) + ^P(</'.-,) + . - + ^.pw- 

Nous avons d'aiileurs (ef. la formule (22)): 
(52) P{0,) = Z ö,.„a:^+"-" 



111 = — QO 



OU 



Soit X un domaine quelconque situé a Tintérieur du domaine de 
convergencc des series (16) et P un domaine fini quelconque dans le 
plan représentatif de la variablc p. Il (t$X facile de voir que la serie 
du second membre de (52) converge absolumept et uniformément quand 
X Qt p appartiennent respectivcment aux domaines X et P; en effet, con- 
sidérons la série suivante 

(54) 2:,|Ä„,(?,,,ir'"|; 

puisqu*on a 
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cette serie convergera tant que la serie double 

(55) ^m^xlXmXfftX^H^"' 

convergera. Or la serie 

m^k\XmX^ I (»•^^) 

est uniformément convergente quand x et p restcnt a Tintérieur des do- 
maines X et P (voir ma note dans les Acta inathem., t. 15) et, pour 
toutes les valeurs de x dans X, les quantités 

sont moindres qu'une quantité finie (puisque u est une intégrale de Téqua- 
tion (is))« Donc la serie (55) et, a fortiori, la serie (54) convergent 
uniformément dans ,le domaine considéré; donc la serie 

r^|m(m— i), .(m — n + i^i^G^^^x^^l 

obtenue en différcntiant n fois successives la serie (54) par rapport a |a!;|, 
converge aussi uniformément Pour des valeurs assez grandes (positives 
ou negatives) de m et pour toutes les valeurs p dans P, la quantité 

\m{m — i) . . (m — w + i)h^\ 

reste, en vertu de la definition méme de ä„ (formule (19)), plus grande 
qu'une certaine quantité positive qui n^est pas nulle. Donc, la serie (52) 
converge aussi absolument et uniformément dans le domaine considéré. 
Par conséquent, ayant le droit de différentier terme par terme, nous 
aurons, en désignant par öj^ , (?i'^ , . . , les dérivées de la fonction G^^ 
(prises par rapport a p en considérant toujours les g^^ comme des con- 
stantes) 

^1^ = i:[G<:i + (aXGi-^logr + .. + GU^ogxr]af^'--\ 

(a)j,(a)2, .. désipfnant les coeflficients binömes: 
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On en obtient: 

P(t*) = V^. + V,_r löga; + . . + v; (log a;)' 



oii 



(56) 






V, = 2:[(v),ö<*>. + (v - i),_,Ö<*-» + . . + G,,„]x^^''-\ 



I 

Les quantités g^^ doivent donc satisfaire a un systéme infini d'éqna- 
tion linéaires, a savoir a celui qu'on obtient en égalant a zéro toufl los 
coefficients dans chacune des series (56). 

Ce systéme 8'écrit ainsi 



k 

I 

a-O 



(57) \iy — ^)k-aGa.m''^ = O; (*»0.1 ;m^-«..4-«) 



nous allons le transfonner en posant 

Q ,^^ t TI t ^ 

d'ou 

ce qui, en vertu de la relation 
donne au systéme (57) la forme 

psaO a«0 

ou, ce qui revient au méme 

ib 

(58) IT (v Oc)*-a^«.m"^ = O. a»0.1. ..,.;«• = -«..+«) 

Äeta matkematiea. 18. Impiiiné le 10 octobre 1894. 45 



302 Hel^e von Koch. 

Pour v = o, ce syfiteme devient 

(59) //O.^ = o (m = -oc..fac) 

c'est-a-dirc devient ideiitique au systc^iiie (30), étndié précédeTnment. Ce 
systeme ayant, d'apres les hypotheses faites, pour p = R r, et seulement 
r, Solutions linéairement indépendantes, nous voyons bien que le nombre 
des intégrales régulieres de genre zéro appartenant a R est egal a r. 
Pour v == I, le systeme (58) se réduit au suivant 



J^O.m + ^^].m =^ O <"' •.. + «) 



OU 



(60) Z XmXffoX ■=-- O, 



A = « 



rH-\-p m+p 



(iii---;>,— ;)+!,..,— 1,0. !,..,+« ) 



(^^) r^^XmXffx.X .^ymXflo.).' (m--r,-7>-|-l,...- 1,0,1, ..,+«) 

A— O A^O 

Par liypothose, les détenuinants 3/o , ilf J , . . , -?I/J^ _i sont tous nuls 
pour /j = R tandis que le déterniinant 

/ • • • 

\— J> . — i^ + I , . . , — I , Ä-j , Ä-, , . . , /.V 

ne s'évanouit pas. Pour plus de symétrie, désignons les indices a^ , r/^, .., Oj, 
par /,.,., , ?Vf'i > • • ' frvv respectivement et les indiees — i>, -—p-^- i , .., — i 
par Äv+i , Av^.o , . . , Av^;, respectivement, de sorto que le syinbolo (6i) prenne 
la formc 



(6i') ' '• •• '"'^ 

\ A- L 



A*! . . Äy 



Le syst(^ine d^équations non-homogénes (60') auxquelles doivent satis- 
faire les /7jji, appartient évideinment a la classe considérée au para- 
^rapho précédent. Dapros les resultats y obtenus, pour que ce systeme 
ait uno solution, il fi\ut et il suffit que ehacun dos détorininants qu'on 
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obtient en bordant le déterminaiit (6i') par Tune quclconque des lignes 
*i • • ^'r+p et par la colonne forméc par les seconds membrcs: 

des équations (60'), soit egal a zéro. Donc, en désignant par A^"''^ ce 
(|ue devient le syinbole (61') quand on y remplace rindice /„ par Tindiee 
jSy nous aurons 



(62) ^...^'"'^xUffo,. = o 



(a«l,2,..,r+/0 



pour p = R. Or, les quaiitités (/^jx devant satisfaire au-systeme (60), il 
faut qiie Ton ait 

A(««^o.. = Arf'^0.». + A<y'v«.., + . . + A<;:/> </„.,,,, 

Aj;^;'^ désignant ce que devient le symbolc A^'^''' quand on y remplace 
rindice k^ par Tindicc A. Les équations (62) prennent donc la forine 
suivante 

(63) i/o.t, r^^lÄu + . . + //O.iv ^,i,,^';fXM = o. (a-l,2,...r+;,) 

Pour simplifier ces expressions, remarquons que la sonime 

niultipliée par ( — i)""*, représente la dérivée du déterminant quon peut 
définir en suppriinant, dans le syinbole (61'), Tindice i« et Tindice k^. 
Désignant par S^^ ce déterminant (multiplié par ( — if"') et par SI, la 
dérivée de S^^^ par rapport a />, on peut, par conséqucnt, écrire les équa- 
tions (63) ainsi: 



(64) År.l^OJ, + • • + K.rf/0.kr = 0> 



^r+/».1^0.*, '!"•• + ^r-^p.rffo.ir ^' 
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ConsidéroDs les déterininants qu'ori peut former par les elements de 
la matrice 



(65) 






Je dis que, parmi ces déterminants, tous ceux de degré supérieur a 
r — fj par rapport aux 5^^, 8'annulent pour /o = Ä, et que, panni les 
déterminants de degré r — r^ , il y a un au moins qui ne s^annule pas. 
En eflfet, on peut démontrer qu un déterminant quelconque 



(66) 



'^•i,», • • ^a!,! 



«»tt"» * ' ■• 



a^^a 



de degré a, formé par les lignes #Wj,..,tw« et par les colonnes »j,..,n. 
de la matrice 

(67) .... 

est (au signe prés) egal ä 



(• . v a— I 



^^•,..« ;«,..« désignant celui des déterminants de Tensemble Ml_^ quon peut 

définir en supprimant, dans le symbole (60'), les a indices t^^, /^^, ..,i« 

et les a indices k^^ , ä^^ , . . , k„ . Pour p = R^ toutes les fonctions S^ 

8'annulent, puisque, par hypothése, tous les iJ/^^i s'annulent. Par con- 
séquenty si le déterminant 



(68) 



S*. . . 51 



miiii 



m,ii^ 



s: 



m^.Mi 



• . Ä. 



n^f^.n^ 



est différent de zéro pour p ^= B^ le déterminant (66) ne s annulera que 



N 
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d'ordre a pour p =^ B. Or, chacun des déterininants appartenant ä M'^^^ 
B^annule d'ordre /i^_« au moigs et, d^aprés la definition du noinbre r^ on a 

(69) /i,._^ > a pour a = r,r— i,..,r — r^ + i. 

Done, tous les déterniinants (68) dont le degré a est supérieur a 
r — fj, 8'annulent pour p = R. Si r == r^, nous voyons done que le 
systcme (64) a r = r, solutions linéairement iudépendantes. Si r^ < r 
on a, en vertu de la definition de r^ 

(70) /^r. = '• — ^; 

on en conclut que, parmi ceux des déterniinants (68) dont le degré a 
est egal är — rj, il y a au moins un qui ne s*annule pas. Car, si tous 
ces déterininants s'annulaient pour p = R^ tous les déterniinants de Ten- 
seuible M'^^ s'annuleraient d'ordre r — ^i + i au moins. Mais, panni les 
déterininants J/^^, il y a' un au moins qui ne s'annule que d'ordre /i^.^ au 
plus; done on devait avoir 

ce qui est incompatible avec Fégalité (70). 

Done le nombre de solutions linéairement indépendantes du systéme 
(64) est egal a r, exactement. 

Dans le systéme (60), les inconnues 

restent indéterminées puisque tous les déterminants -3/^_i s*annulent et que 



le déterminant 



I *1 • • ^r 



ne s'annule pas. Done, en vertu du systéme 



(64), le norabre de ceux des g^x 4^^ restent arbitraires est egal ä r^ 
exactement. Done, dans Tintégrale la plus générale de genre un appar- 
tenant a p = R: 

^1 + ^o^oga; 

le coefficient 0^ de löga; contient r^ et seulement r^ constantes arbi- 
traires. Done le noinbre des intégrales réguliéres de genre inférieur ou 
egal a un et appartenant a R est exactement egal a r -{- r^. 
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Posant ensuito v = 2 dans le systeme (58) et procédaiit d'une iiia- 
niere analogue, on peut déniontrer que r 4- r^ + ^\ ^^^ le noinbre des 
intégrales régulicres de genre inférieur ou egal ä deuXj appartenant a iJ; 
et ainsi de suite. 

10. Pour que, a une quantité doniiée quelconque J2, appartiermeiit 
/z intégrales régulicres, il faut donc et il suftit que tous les déterniinants 
Mq s'annulent d*ordre /i pour p =^ R, 

Cela étant, démontrons que Texposant jB d'une intégrale réguliére 
quelconque dépend algéhriquement des pararjiétres a. 

A cet cffet, déterminons un q suftlsaniment grand pour que le dé- 
terminant 
, v / — pj ••, — i,o,i,..,(/ 

soit différeut de zéro pour p = B. On voit facileinent que le déterniinant 

, v ((1 — P+ I ,(7 — 2^+ 2 , . . , (/— I , q 

\ —p ,— i^— I,-,— 2, — I 

est (au signc pres) egal au produit suivant 

(73) ^^.I^.Xu^i- 

K désignant, pour abréger, le déterniinant (71). 

Pour qu'il y ait /i intégrales régulicres appartenant a 22, il faut que 
le détenninant (72) s'annule d'ordre /i au inoins; car, dans le cas contraire, 
tous les déterininants M^ ne pourraient pas s'annuler d'ordre fi. Par con- 
séquent, It doit étre une racine d'ordre /i pour le produit (73). Or on a 

(74) X-P.o = 1^-p[p)f[p\ X-v^i.i = J^-vAp)f{P + o» 

f[p) désignant la fonction suivante 

(75) f{p) = cia,-p-cp{p — 0--(/> — ^ + ^+0+-- + «/.,-;'-« 

et 1i-p{p) étant rexponentielle définie par la formule (19) (on voit que 
réquation f{p) = o est identique a Téquation déterininante de M. Thomé); 
donc R est racine de T une au moins des fonctions f{p + i). 
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Soit, dans la suitc des fonctions 

f{p)yf{p+ O.A/> + 2),.. 

/*(/> + ^ + O 1^ premicre qui sannule pour p = R (cc qui revient a 
supposer que, parmi les racines de f{p) congruentes a i?, i? + A + ' ^o\t 
celle dont la partie reelle est la plus petite). 

Nous avons vu que les /i intégrales appartenant a R peuvent (si 
elles existent) se représenter par des forrnules telles que (43), les (/ étant 
définies par les forrnules (40). Or, considérons un déterminant quelconque 
de la forme 



(76) [ *' • • ^■'- '■'! 



■ 

(5 désignnnt un nombre de la suite i , 2 , . . , r et Ä; un nombre de la 
suite o , 1 , . . , + <^^)- E'^ vertu de la definition des nombres /i,, le dé- 
terminant 



tki . . Ä:,_,J 



est, pour p = Ry nul d'ordre /i,_| et doit conserver cette propriété niéme 
si Ton y reinplace Tune on plusieurs de ses lignes par des lignes quel- 
conques appartenant a la inatrice des elements jf^j^. En parficulier, rempla- 
^ons dans (77) la ligne i^ successivement par les lignes 

— P^ —P + I , . . j —P + A; 

nous obtiondrons A + i nouveaux déterminants qui pourront s ecrire sous 
la forme 



'■*■'' Ii i , i \ 



(* = — p, — /»-n , .., — J»+ ^) 



Donc, les fonctions Xn-^r (^ ~ — P' — ^ "^ '?••> — P -h ^) étant par hy- 
pothose différcntes de zéro pour p = R, nous voyons que chacun des 
déterminants 



f. 



(1^ = 0,1,.., A) 
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doit, pour p = R, 8'«nnuler d'ordre /i,_i au moins. Mais de la on peiit 
conclure facilemeiit, en vertu des formules (43) et (40), que toute inté- 
grale réguliore appartenant a R appartient nécessaireinent a Vexposant 
R + Å+ i. 

En d'autre8 termes, Texposant d'une intégrale réguliere quelconque 
satisfait nécessaireinent a Téquation déterminante 

f{p) = o. 

(Il y a évidemment une infinité d'exposante auxquels appartient une 
intégrale réguliere quelconque; niais, dans Ténoncé précédent, le mot ex- 
posant se rapporte, bien entendu, a celui dont la partie reelle est la plus 
grande possible.) 

1 1 . Les détcrminants M^ sont définis des que Ton connait les in- 
dices du symbole (33') et ces indices sont déterminés en fa^on que le 
déterminant (33') ne s'annule pas pour la valeur considcrée R de p. 
Désignant les fonctions 3f^, rangées dans un ordre quelconque, par 

nous savons que les conditions nécessaires et sufFisantes pour Texistence 
de fx intégrales réguliéres appart enant a B, s'expriment par les relations 



suivantes 



F,{R) = o, r,{R) = o , . . , F^r^KR) = o. (*.i.»,...A) 



Mais il importe d'observer qu'on peut opérer les calculs de telle 
maniére que ces relations expriment les conditions dont il s'agit non seule- 
ment pour une valeur donnée de iJ, mais aussi pour des valeurs quel- 
conques de R situées a Tintérieur d'un domaine fini C, fixé arbitrairement 
a l'avance. 

En effet, la serie S^S^I;^,^! {i^k) étant uniformément convergente 
par rapport a /> a l'intérieur de tout domaine fini, il est clair, d^aprés 
les formules (2') et (2") du paragraphe précédent, qu^on peut déterminer 
les nombres v , a , « et x de telle maniére que le déterminant (33') reste 
diflférent de zéro pour des valeurs quelconques de p k Tintérieur d'un 
domaine fini, arbitrairement fixé a Tavance. 
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Or on trouve facilement un domaine fini G a rintérieur duquel 
doit se trouver la quantité B. Car, d'aprés ce que nous avona vu, R 
doit satisfaire a Téquation déterminante /*(/?) = o. 

Pour notre but, il suffit donc de choisir le domaine G de telle 
maniére que son contour limite embrasse toutes les n — (t racines de 
Téquation f[p) = o. 

Ceci dit, nous avons le théorérne suivant: 

Si Véquation (15) a des intégrales régtdiéres, les exposanfs auxquéls 
appartiennent ces intégrdles sont racines de Véquation déterminante f{p) = o. 

Pour que, å une racine quelconque R de Véquation déterminante, appar- 
fiennent un nombre donné /i d'intégrales réguliéres, il faut et il suffit que 
chacnne des fonctions M^: 

PÅP) , F,{P) , - ■ , F,{p) 

{déterminées comme il a été expliqué plus haut) sannuh, pour p = R, de 
Vordre /i. 

12. Comme on sait, la premiére partie de ce théoréme avait été 
trouvée auparavant par M. Thomé, par une méthode entiérement dififérente. 
M. Thomé a démontré aussi que le nombre des intégrales réguliéres de 
Téquation (15) ne peut étre plus grand que le degré de Téquation dé- 
terminante. Il est facile de voir que ce resultat découle comme corollaire 
des considérations précédentes. 

En eflFet, soit R^ une racine quelconque de Téquation déterminante 
et s le nombre de celles des racines (comptées avec leurs ordres de 
multiplicité) de cette équation qui sont congruentes a R^ mais dont les 
parties reelles sont égales oii supérieurs a celle de R^. 

Choisissons q assez grand pour que le déterminant (71) soit, pour 
p =z R^^ différent de zéro. Le déterminant (72) (divisé par un certain 
facteur qui ne s^annule pas pour /> = JB,) est, comme nous avons vu, 
egal au produit 

np)f{p+ ^)--f{p + 'i); 

pour p = R^ ce produit ne peut devenir nul d'un ordre supérieur ä 5; 
donc, parmi les déterminante M^j il y a un au moins qui ne devient 

Aeta mathemaiiea. IR. Impriiné le IG octobre 1894. 47 
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pas nul dun ordre supcrieur ii s. Donc, en vertu du théoréme énoncé, 
le noinbre des intégrales réguliéres appartenant a R^ est au plus egal a s. 

En particulier, dans un groupe quelconque de racines congruentes, 
désignons par R celle dont la partie reelle est la plus petite, et par s 
le nombre des racines appartenant au groupe. Une intégrale réguliére 
appartenant a une racine quelconque congruente a R peut évideinment 
étre considérée comme appartenant a 72; donc, le nombre des intégrales 
réguliéres appartenant a R étant, au plus, egal a s, il est bien clair que 
le nombre total des intégrales réguliéres de Téquation (15) est, au plus, 
egal au degré n — tr do Téquation déterminante, co qu'il fallait démpntrer. 

Pour que toutes les n intégrales de Téquation (15) soien t réguliéres, 

il faut donc que J'on ait 

ö" = o, 

ce qui démontre le théoréme de M. Fuciis. Dans le mémoire cité (n° 26) 
nous avons vu comment la réciproque de ce théoréme, due également h 
M. FirCHs, peut se démontrer a Taide de la théorie des déterminants 
infinis. 

13. Par le théoréme que nous venons d'obtenir, le probléme de 
reconnaltre combien d'intégrales réguliéres posséde une équation linéaire 
donnée, se raméne au probléme de déferminer de quel ordre deviennent 
nulles les fonctions M^ pour chacune des racines de Téquation détermi- 
nante f{p) = o. 

Les fonctions M^ de /> sont des fonctions de p et des paramétres 
a^x qne Ton peut toujours trouver, apres une suite d'opérations arithmé- 
tiques, dés qu'on se donne les valeurs numériques (reelles ou complexes) 
do ces paramétres. Désignons ces fonctions par 

(78) 7^;(/>,a),F>,a),..,F,(/>,a) 

et convenons de les appeler les fonctions déterminantes. En vertu de la 
méthode employée, il est clair que, apres avoir donné des valeurs fixes 
aux paramétres a^;^, on peut trouver une infinité de fonctions qui peuvent 
jouer le röle de fonctions déterminantes. 

En opérant d'une maniére convenable, on peut détenniner les fonc- 
tions (78) de telle maniére que ces fonctions jouent le röle de fonctions 
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déterininantes, non seuleinent pour un systéme de valeurs fixes des pa- 
rainétres a, mais pour tout systéme de valeurs de oes paramétres situées 
ä Tintérieur d'un domaine a^ que nous allons définir. 

En effet, soit a!j.x un systéme quelconque de valeurs positives des 
paramétres a,.^ tel que les series 

-foo 

(79) Z alxX^ (r-2,8,..,«) 

A— — r— /v 

aient un domaine de convergence commun X. * Pour tout systeme de 
valeurs des a^j^ vérifiant les conditions 

(80) a^x ^ Ä,A (A--r-/>r,..,+«>;r = 2,3,..,n) 

les series 

X^~r—pr 

qui représentent les coefficients P{x) de Téquation proposée, convergeront 
aussi dans le domaine X, Par definition, les nombres 

sont les exposants des puissances de x par lesquelles commencent les dé- 
veloppements* (16), p désigne le plus grand des nombres 

et p^ le premier de ces nombres qui atteint la valeur p. Donnons des 
valeurs fixes a ces nombres et désignons Téquation diflférentielle (15), 
correspondant a un systé^me quelconque a;,^ ^^ valeurs des paramétres, par 

P(j/ ; a) = o. 

Dans réquation déterminante de cette équation, le premier membre f{p) 
est un polynome de degré n — a ou le coefficient de />" " est egal a 
^a,-p a ^^ l^s autres coefficients égaux a certains autres des paramétres 



* Saiis rcätreiudrc la gdndralit<$ du problömc, nous pouvuD!^ toujours supposcr que 
le point .e = I se trouve ä TiDtérieur de X (ef. la note ä la page 347)* 
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Gt^;^. Par conséquerit, si Ton assujettit le paramétre a^,.^-^ a rester, en 
valeur absolue, supéfiour ä une quantité positive (non iiulle) quelconque: 

et les autres parainétres a^.^ a remplir les conditions (80), on pourra 
assigner une liuiite supérieure R^ aux valeurs absolues des racincs de 
1 equation déterniinante. Pour abréger, désignons par T le doniaine défini 
par les conditions (80) et (80'). 

Considérant p et les a^;^ comine des variables indépendantes, on voit 
sans difficulté que la serie 

(81) ^m^x\Xmk\ C"»^^) 

converge unifonnément quand p se trouve dans le domaine 

(82) |/>|<^' 

et les arx dans le domaine T. 

Donc, en vertu de la formule (2') du paragraphe précédent, on peut, 
par une suite d'opérations arithmétiques, détenniner un détenninant (33') 
qui reste différent de zéro tant que p et les a^;^ remplissent les conditions 
précédentes. Ce détenninant reste, par conséquent, différent de zéro pour 
chacune des racines de Téquation déterminante, pourvu . que les a se 
trouvent dans le domaine T. Par conséquent les déterminants 3f^, définis, 
comme il a été expliqué, par les indices du symbole (33'), jouent le röle 
de fonctions déterminantes pour Téquation différentielle P{y ; a) = o, a 
désignant un systéme quelconque de valeurs dans le doniaine T. Le 
théoréme est donc démontré. 

Si Ton veut considérer les paramétres a,.;^ comme absolument libres 
a se mouvoir dans toute Tétendue du plan, on peut encore trouver des 
fonctions qui jouent le röle de fonctions déterminantes pour Téquation 
P(y ; a) = o, pour tout systéme de valcurs des a;.;^ qui donnent aux series 
(16) un domaine de convergence commun. En eÖet, désignons par Mq 
Tensemble des déterminants qu'on peut définir en supprimant successivement 
dans la matrice (31), p quelconques des lignes. On voit sans peine que, 
B désignant une racine quelconque de Téquation déterminante, pour que 
Téquation F(jf ; gc) = o ait /£ intégrales appartenant a JR, il faut et il 
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sulfit que toutes les fonctions Mq 8'annulent, pour p = B, d'ordre /i au 
moins. Mais, le noinbre des détenninants M^ étant infiniment grand 
(excepté dans le cas régulier de M. Fuchs), on voit que le nombre des 

fonctions déterin inan tes augniente, dans ce cas, au dela de toute limite. 

• 

14. Supposons donc que les fonctions (78) jouent le röle de fonc- 
tions déterminantes pour Téquation différentielle P(i/ ; a) = o tant que 
les paramétres a ont des valeurs a Tintérieur de T. Ces fonctions sont 
entiéres et transcendantes par rapport k p at ont pour coefiicients des 
fonctions, généralement transcendantes, des a. Il ne seinble donc pas 
que Ton peut, dans le cas le plus general, décider, par un nombre fini 
d'opérations arithmétiques, si Téquation diiférentielle P(t/ ; a) = o a des 
intégrales réguliéres ou non. 

Mais nous allons montrer que Ton peut fortner une suit<3 de relations 
algébriques entré les a, qui exprimcnt des conditions suffisantes pour 
Texistence d'un nombre donné d'intégrales et qui s'approchent autant que 
Ton voudra des relations nécessaires et suffisantes précédemment obtenues. 

En effet, les fonctions (78) ne sont autre chose que ceux des dé- 
terminants 

(83) / n . . rp 

\—p . . — I 

dont les indices j'i - - fp appa^rtiennent a la suite des nombres 

(84) Äj , a, , . . , GC^ , «, , «2 , . . , «y. 

Soit m' le plus grand des nombres {84) et désignons par m un entier 
quelconque plus grand que m'. Fornions le déterminant suivant 



(85) 



X-P'0 • ' X-P-m-\-p 



/fin. O • • /fin.m-f-/; 



(ou les elements au dessus de la diagonale sont tous nuls, d'aprés les 
hypothéses faites). 

Soient ^^ > ^1 > • • » ^m ceux des nombres 

(86) — P 9 — P + I > • • ? — 1 j o > 1 , . . , ;m 
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qui n'a[>partieniKiit pas ä la suitc ^i ^ Ta > • • * Yi- 1^ apres le théoréme 
de Laplace, étendu aux déterininants infinis de la foriiie iiorinale, le 
déteriiiinant (83; s'écrira coiiime uiie fonction liiiéaire par rapport aux 
déterininants 

(87; ' . .. . 

I 

oii £., . . s,^ désigne successivenient toute conibinaison de m nombres diffé- 
rents de la suite 

(88; o , I ,..,;//+ J^- 

i'ar conséquent, si ces déterininants sont tous, pour une valeur donnée 
iJ de />, nuls d'un ordre //, il en sera de méme du déterminant (83). 

Donc, pour que chacune des fonetions (83) 8'annule d'ordre [i au 
nioins pour /> = 72, il suffit que p = R soit une racine d'ordre de multi- 
plieité /i pour chacun de ceux des mineurs de (85) que Ton obtient en 
suppriniant dans (85) j) quelconques des lignes (84) et p quelconques 
des colonnes (88). 

Le noinbre des déterininants (87) {o^ . . d^ désignant successivernent 
toute conibinaison de w+i nombres différents de la suite (86)etSo--Sm 
toute conibinaison de m + i nombres différents de la suite (88)) étant 

, (m + p + l)(w + iQ. .(p + I) . * 

il semble, au premier abord, que le nombre des relations qui expriment 
les conditions suftisinites cherchées, dépend de m et augmente avec m au 
dela de toute limite. 

Mais il est facile de voir que, les paramétres a restant a Tintérieur 
du domaine T et m étant suffisamment grand, le nombre des relations 
indépendantes que Ton obtient, reste fini et indépendant de m. En effet, 
soient rj et rj' deux quantités positives assujetties a la seule condition 

rj + 7j' < 1 ; 
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d^aprés ce que nous savons, on peut déterininer un m^ tel que rinégalité 



(89) 



p . . —i 
p . . — I 



o . , m 



o . . m, 



<V 



ait lien ponr toutes le» valeurs de p a Tintérieur du domaine défini par 
(82) et pour toutes les valeurs des a a rintérieur du domaine 1\ Or, 
désignant par m un entier quelconque supérieur a m^ et convenant de 
représenter par 



(90) 



Y — p • . — I o . . >Wj 
— p . * — I o . , m. 



m 



le déterrninant fini qu'on obtient en supprimant, dana le déterminant 
infini : 



(91) 



— p . . — I o . . w«j 
— p . . — I o . . in 



toutes les lignes et toutes les colonnes numérotées 

nous savons que le déterminant (90), pour des valeurs croissantes de m, 

tend uniformément vers la limite (91) quand p et les a restent a Tin- 

tériour du domaine considéré. Par conséquent, on peut prendre m, assez 
grand pour que Ton ait dans ce domaine 



— p . . m^ 
— p . . w, 



— p . . )ii^ 
— p . . w, 



< 7j' des que m > m^ 



m 



d'ou, en vertu de (89), 



j; . . — I o . . m, 
p . . — I o . . m, 



m 



<7]-\-rj' des que m>^m^. 



Le déterminant (90) reste done (pourvu que m>m^) différent de zéro 
pour toute valeur que peut prendre chacune des racines de réquation 
déterminante f[p) = o quand les paramétres a se meuvent d'une maniére 
quelconque ä Tintérieur de leur domaine T. 



876 



Helge von Kooh. 

Or, désignant (Vune maniére générale par 



(92) 



^1 • • ^v 



m 



celiii des mineurs d'ordre v du déterminant (85) qu'on obtient en rernpla- 
9ant dans (85) chacun des elements x,^^^ , . . , x,^x P^^ Tunité et tout autre 

element des lignes «j . . (^ (ou des colonnes x^ . . xjj par zéro, on voit que 
le déterminant (90) est (au signe prés) identique au mineur 



(93) 



— p . . — i 



o 



m 



m -{- i , . m -\' p o . . m, 



m 



Ce déterminant reste donc différent de zéro pour les valeurs de p 
qui nous int^resse; pour que les déterminants (87), qui ne sont autres 
que les mineurs d*ordre p du déterminant (85), s^annulent tous, pour une 
valeur donnée R dans le domaine (82), d'un ordre déterminé /i, il faut 
donc et il suifit que R soit une racine d'ordre fx pour chacun de ceux 
des mincurs d*ordre p du déterminant (85), que Ton peut définir en 
supprimant, dans le symbole (93), m^ + i quelconques des indices su- 
périeurs: 

et m, + I quelconques des indices inférieurs: 

m -{- i , . . y m -\- p j o y . . j ;«, . 

Le nombre de ces déterminants qui, avec les notations adoptées, se re- 
présentent par les symboles: 



(94) 



T\ • • fp 

Ä •• Ä 



Cn- /> = —p .... — i ,0, ...»"A 
9|..,>^ =»1+1, ..,»n +;),«,.., »i|/ 



m 



étant egal a 



( 



(m, +i, + i)(m, + v) -'{v + '> 



m, + I 



) 



ne dépend donc pas de m (pourvu que m>^m^). 

Si m < m,, nous conviendrons d'attribuer au symbole (94) la valeur 
zéro toutes les fois que Fun ou plusieurs des indices y^ • * Tr seront supé- 
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rleurÄ a m ou que run ou plusieur?; des indices y^, . . y?^ serent supérienrs 
ti m -{- p. 

Alors nous voyons que, m désignant un entier positif (ou nul) guel- 
conque, pour que les fonctions déterminantes (83) 8'annulent toutes dWlro 
/i pour p = R, il suffit que les déterminants (94) 8*annulent tous d'ordre 
fi pour p = R. 

Ces conditions sont algébriqucs par rapport aux paramétres a^x^ en 
effet, désignons par f{p) — f^[p) la fonction i4_;,.o, par fp[p) la fonction 
9{p) ^* P*^^ fp^m{p) Ja fonction -4„,.o nous aurons, en vertu des formules (20), 



(95) 



Xit = fp-^i-kip + k)lh{p), 



i désignant un indice quelconque de la suite — /;.. + co et k un indice 
quelconque de la suite 0.. + C0. Au lieu du déterminant (85) nous 
considérerons donc le déterminant suivant 



(96) 



/■,(/>) • fÅP + o 



fp+m{p) /■,-+«-■(/> + O • • foir + P + »>) 



qui nVn differe qne par le facteur exponentiel 

et nous (Icsignerons, (Vune maniere géncralo, par les symboles 



(97) 






m 



les mineurs d'ordre v de ce déterminant. Ces mineurs ne différant des 
mineurs correspondants (92) que par ccrtains fncteurs exponentiols, le 
résultnt obt^nu peut s'énoncer de cette maniere: 

Soit (15) une équation linéaire donnée; considérons un domaine T 
(tel qu'il a été défini plus haut) a Vintérieur duquel sont assujettis a 
rester les paramétres a de cette équation, et déterminons le nombre entier 
m^ correspondant; soit enfin in un nombro entier (positif ou nul) quel- 
conque. 



Aeta mnthrmntiea. is. TmpHniA le 15 oPio1>ro 1804. 



•18 



378 



Helge voD Kocfa. 



Pour que Véquation (15) admette [x intégrales réguliéres appartenant å 
une racine quélconque R de Véquation déterminante f{p) = o, il suffU que 
toutes les fonctions 

T\ ' ' Tp 

sannulent, pour p = B, d*un or dre au moins egal ä fx. 



(98) 



(n-rp^ —p,"f — 1 ,0, ..,mA 



(99) 



Comme on voit immédiatement, la fonction 



T\ ' ' Tp 

r\ ' ' rP) rn 



est une fonction entiére rationnelle de degré (m + i)n au plus par rap- 
port a p dont les coefficients sont des fonctions entiéres rationneiles, a 
coefficientB entiers, et de degré m + i au- plus, par rapport aux para- 
métres suivants: 

(100) «2,i-2 > 0^3,t-8 > • • > 0^ii,t-n- (t=-p,..,-l,0,..,iii) 

Donc, si Ton se donne un entier positif w, une racine quélconque jR 
de Téquation déterminante et les valeurs numériques des (n — i)(^+-P+^) 
parainétres (100), on peut, par les méthodes ordinaires de Talgébre, dé- 
terminer de quel ordre s^annule chacune des fonctions (98); et Ton peut 
par conséquent, apres une suite d'opérations arithmétiques, décider si les 
conditions dont il 8'agit, sont ou ne sont pas vérifiées. 

Déinontrons maintenant que, quand m croit indéfiniment, les fonc- 
tions (98), multipliées par des^facteurs exponentiels convenables, tendent 
indéfiniment vers les fonctions déterminantes de Téquation (15); autre- 
ment dit, démontrons que les conditions suffisantes (correspondant ä Tindice 
m), qui exprinient Texistence d'un nombre donné d'intégrales réguliéres, 
s^approchent (pour des valeurs croissantes de m) autant que Ton veut des 
conditions nécessaires et suffisantes précédemment trouvées. 

En effet, le déterminant (9i)^étant différent de zéro pour les valeurs 
de p et des paramétres qui nous intéressent, nous pouvons donner aux 
indices qui définissent le déterminant (33'), les valeurs sui vantes: 

p = m, + I ; a^ = — p , . . , a^ = — i , i^ = o , t^ = i , . . , ^ = m^ , 



*i =0, 



^3 — ^ 



y = m, . 
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Les fonctions déterininantes sont donc les déterminants suivants: 



(lOl) 



Ti • • Tp 
— p . . — I 



(ri .. rp=— ;>, .., — i , o, .., m,) 



et les conditions nécessaires et suflfisantes pour Texistence de fi intégrales 
réguliéres appartenant a R s^exprimcnt en écrivant que les fonctions (loi), 
ainsi que leurs dérivées jusqu'a Vordre /i — i, s'annulent pour p = R. 
Désignant par 



(102) 



P 



m 



n 



Tp 



le déterininant fini auquel se réduit le déterminant infini 

— p , . — I 

quand on y supprime toutes les lignes et toutes les colonnes numérotées 

w + I , w + 2 , . . + CO, 



on obtient facilement la relation sui vante: 



(103) 



* — p • • — 1 / 



T\ • • Tp 



m 



Le premier merabre de cette égalité tendant uniformément, quand m croit 



T\ • • Tp 



indéfiniuient, vers la valeur [ '^ ''' ), il en sera de méme du second 

\—P . • — V 
membre. Il est donc démontré que les déterminants 



(104) 



T\ ' ' Tp 



m 



multipliés par des exponentielles convenables, tendent respectivement 
vers les fonctions déterminantes (101). Il reste ä déniontrer que chacun 
des autres déterminants (98), multiplié par un certain facteur exponentiel, 
tend vers zéro. En effet, chaque déterminant de la forme 



Ti ' ' Tp 

Pl • ' Pp\ m 



'3feO Helge- von Koch. 

oii y5, . . ff^ irest pas unc peniiutation des noiiibrei? iw + i , . . , iii + /^ 
contieiit, suivant les eas, une ou plusiours des colonnes iii + i . . . , m + ^> 
Uoiic, si ron désigne par u^ la soininc suivante 

(105; Wi = Xu— ^ +^t Xii 

m 

et par v^ la som mc des valeurs absolucs des ^ '\^ — ^ elements 



Xai-nJ-} J >if«i.mJ--i • • - ? >ifm.M-^ 



on aura 



1 



r;- 



/^I • • /^p 



<r„ n (I + M,). 



l = -r 



Le produit II(i + w<) étant uniformément convergent dans le doniaine 
considcré et la qnantité v^ tendant uniformément vers zéro quand m cVoit 
indéfiniment, notre assertion se trouve, par consöquent, justifiée. 

15. Avant d'aller plus loin, nous allons appliquer ce qui précéde 
a un exemple. Considérons Téquation suivante 

w 1} + Ö + 5 + '^) S + ('• + ^ + ^■) '£ + (p + ^ + '? 1* = o 

les a j b j c désignant des coeflPicients constants. 
Ici nous avons p = i, a = 2 et 

fo(p) = pip — 0^*0 + A + ^'o' 

fÅp) = P{P— U(/> - 2)(/> - 3) +/>(/>— l)«, +^>^ +C,, 

VU/>) = />(/> — Os + A + ^'2; 

pour un indice m > 2, la fonction /"»(/o) est nuUe identiquement. Suppo- 
sons que les relations suivantes aient lieu entré les paraniétres 

(II) i, = — 2r/,, K = — ^'1. ^0 = 2«o- 

Il 8'ensuit que les fonctions /o(/>), /!>(/>+ O et /",(/?) ont unc racine com- 
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inune: /> = i. Pour ^ = i, tous les iriineurs d'ordre p = i du déter- 
minant (96) s^annulent puisque, dans chacun d'eux, il y a une ligne au 
moins dont tous les elements s'annulent. Par conséquent, Téquation pro- 
posée admet, au moins, une intégrale réguliére appartcnant a Texposant 
p = 1. Soit 

ffo^ + 9x^^ + 5^2^' + • • 

cctte intégrale. Pour trouver les valeurs des cocfficients //, il faudra 
considérer le systeme d'équations (30). La fonction f^{p) ayant les deux 
rucincs /> = i et /> = 2, reste différente de zéro pour toute autre valeur 
de />. Les équations 

/;(Oi/o + A(2)^i +v/o(3)i/, = o, 

fÅ^)ffy + A (3)^, + /o(4)^3 = O, 



permettcnt donc d'exprimer ff^iff^j-- en fonction linéaire et homogéne 
par rapport ä g^ et ff^. 

Tous ceux des mineurs d^ordre i de la matrice 

Xo.o y XoA > 

• • • • 

qu'on obtient en supprimant Tune quelconquc des colonnes et deux quel- 
conques des lignes 1,2,3,.., s^annulent pour /? = 1 ; il en est de méme 
de ceux qu^on obtient en supprimant, dans la matrice précédente, Tune 
quelconque des colonnes, Tune quelconque des deux lignes — 1,0 et 
Tune quelconque des lignes i ,2,3,..; de plus, il existe un i tel que le 

mineur du second ordre ( ) ne 8'annule pas pour 0=1. Par 

V— I o 1/ 

conséquent, pour que totis les mineurs d'ordre i s'annulent pour/?= i, il 
faut et il suflfit que les deux mineurs 

<"■> (:;:)•(:::) 

8 annulent pour p = \. 
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Gette condition sem vérifiée si Ton suppose, par exernple, que les 

fonetions /"i(/0 + O > /i(/^ + 2) > f^^P + O ' fi^P + 2) 8'annulent aussi pour 
/? = 1 ; ceci exige que lon ait, outre les relations (II), les conditions 
suivantes: 

a^ = 61 = o, h^ = — 40^, Cj = öa^. 

Si cette condition est vérifiée, nous savons, d'aprés les resultats pré- 
cédents, que le systérne linéaire auquel doivent satisfaire les g^ admettra 
deux solutiofis linéairement indépendantes. Ce sont les deux inconnues 
9^ ®* 9\ ^^ resteront arbitraires. L'équation proposée admettra donc, 
dans ce cas, deax intégrales réguliéres et linéairement indépendantes. 

Si nous supposons, au contraire, que Tun au moins des déterminants 
(III) soit dififérent de zéro pour ^ = i, il y aura une relation linéaire 
entré g^ et g^ ä savoir: 






et Téquation proposée n'admettra qu'une seule intégrale réguliére. 

Supposons, en particulier, que p = i soit le seul nombre entier et 
positif qui vérifie Téquation 

Le terme initial 
(IV) Xm Xi-l Xzz • • 

du développement du déterminant ( ) sera alors différent de zéro 

V— I 0/ 

pour ^ = I ; les autres termes peuvent, comme nous savons, étre or- 

donnés selon les puissances croissantes des paramétres et s'annulent tous 

quand on a 

a^ = 0, \= o, c, = o. 

Par conséquent, si a^j \^ c^ ont des valeurs absolues inférieures a un 
certain nombre positif (qu'on peut calculer facilement en remarquant que 
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la diflFérerice entre le déterrninant ( ) et le terme (IV) est, en 

V— I o/ 
valeur absolue, inférieure ou égale ä la différence entre le produit 

n,(Z,l;f«|) 

et la valeur absolue du inéme terme), le déterrninant ( ) reste, 

\— I o/ 

pour ^=1, différent de zéro. En dautres terines, si a^jb^^c^ sont 

suffisamment petits en valeur absolue, Téquation considérée n'admettra 

qu'une seule intégrale réguliére. 

La suite de criteres algébriques que nous avons formée au n° 14 

n'est pas la seule dont on pourrait se servir. Considérons, par exemple, 

le cas ou les coefficients de Téquation considérée (15) sont des fonctions ra- 

tionnelles de x ayant pour seules singularités les points a? = o eta; = cx). 

Dans ce cas, les développenients (16) ne contiennent qu^un nornbre fini 

de terines; il existe donc, d'aprés la definition des fonctions /",»(/>) (ef. 

formule (95)) un entier positif q tel que la fonction /*«(/>) est nuUe iden- 

tiquement des que Tindice m>q. Dans chaque colonne d'un détermi- 

nant quelconque de la forme (83), tous les elements, sauf q + 1 d'entre 

eux, sont, par suite, nuls identiquement. Fixons arbitrairement un entier 

positif m et considérons la matrice partielle formée par m quelconques des 

colonnes de la matrice des elements ;f^. Puisque toutes ces colonnes ap- 

partiennent a chacun des déterminants (83), nous voyons que, si tous les 

déterminants de degré m qu'on peut former par m lignes de la matrice 

partielle considérée, 8*annulent d'un ordre fx pour une valeur donnée jR de 

yo, il en sera de méme de tous les déterminants (83) et Téquation (15) 

admettra, par suite, /£ intégrales réguliéres appartenant k p = R. Or, 

d^aprés ce qui a été dit plus haut, le nombre des déterminants qu'on peut 

former au moyen de la matrice dont il s'agit sont, si on laisse de cöté tous 

ceux qui sont nuls identiquement, en nombre nécessairement Hmité. Par 

lä nous avons donc une méthode de former (et cela d'une infinité de 

maniéres) une suite indéfinie de criteres algébriques pour décider si Téqua- 

tion considérée admet des intégrales réguliéres. Prenant, par exemple, 

w = I on voit que, si les q + 1 fonctions 

• 

/o(/>) ' fiip) ^ • • ' fiip) 
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8'anniilent toutes cronlre /i pour p = 7?, Téquation proposée adrnettra ii 
intégrales réguliores. Supposong, en second Hen, m == 2 et considérons 
la matrice 

D'apres oe qne nons avons vn, si chacnn des déterrninants 



faip) fÅP) 



(a,/9=0,l,..,7) 



(ou Von convient de reniplacer la fonction /*«-.! (/>+ O par zcro qnand 
a = o) sannnle d'ordre /å pour p=:R^ Téquation considérée adrnettra 
encore fi intégrales réguliéres. 

Plus généralement, si tous les déterrninants de degré m de la matrice 
formée par les m Hgnes suivantes 

fÅP + o , . . , /;-i(/> + o , /;(/> + o, 



sannulent d'ordre fx pour /> = Ä, Téquation donnée adrnettra /i inté- 
grales réguliéres appartenant k p = E, Nous pouvons ajouter que oes 
intégrales sont, en general, réguliéres non seulement dans le voisinage do 
X = o mais aussi dans le voisinage de x = 00. Car on voit snns diffi- 
culté que les conditions nécessaires et suffisantes pour rexistence de /t 
intégrales de la forrne 

x''{F, + F, löga: + F, (\osxy + ..) 

OU les F désignent des polynAmes ontiers do dogré m au plus par rapport 
a X, sVxpriment en disant que tous les déterrninants dont il s'agit san-^ 
nulent d'ordre /i pour p ^= R. 
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Pour en avoir une application tres simple, considérons Téquation du 
troisiéme ordre: 



dx 



'■+C?+°?+5)S+(^+^+^>-° 



avec la condition a^ 4= o. 
Ici nous avons 

foip) = P% + Ky fÅP) == p{p — ^){P — 2) + pa, + 61, 

fÅp) = p^7 + K 

Donc, pour que les trois fonctions f^{p) , f^[p) , f^[p) possédent une racine 
commune, il suflfit que Ton ait 

7] désignant Tune quelconque des racines de Téquation 

fxip) = O- 

Par conséquent, Téquation 



dx 



^*^ \x'^ x'^ x) dx^ \ «* "^ «» «• r 



a certainement une intégrale réguliére * quelles que soient les valeurs des 
paramétres a^ , a^ , a^ et h^ (il convient d*ajouter que cette intégrale ré- 
guliére est la seule qui existe puisque Téquation détenninante /^(^) = o 
est du premier degré). 

Appliquons maintenant a la mémc équation le second des critéres 
dont nous venons de parler plus haut. Tous les déterminants du second 
degré de la matrice 

foip) y fÅP) y fÅP)^ 

devant s'annuler pour p = -^ il est nécessaire de distinguer deux oas: 



* A savoir la fonotioo x"^ , 

Aeta mathématiea. 18. Imprimé le 16 octobre 1894. 49 
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Ou bien la fonction f^{p+ i) ne s'aniiule pas pour cette valeur de p\ 
alors on voit que f^{p) et f^{p) doivent étre nuls, ce qui nous raméne 

au cas déja traité. Ou bien la fonction s'annule pour /> = -\ la 

seule équation qui reste ä vérifier est alors 



/•.(/« + o, /•.(a>+ I) 



= O. 






Or, quand f^{p) = o et f^{p + i) = o on a f^{p + i) = a^ et f^{p) 
de sorte que Téquation précédente peut B'écrire 

fÅp)fÅP+ + «o«2 =0- 

Désignant par tf Tune quelconque des racines de cette équation, nous 
voyons donc que Téquation 



d'y 



dx 



'^ 4- ^ 4- ^^ ^ -^ Z^— 






9a, h, (I + »)a \ 

z* '^ x' x' r 



a toujours une intégrale réguliére, quelles que soient les valeurs des 
paraniétres % j a^ , a^ et h^ (cette intégrale a d'ailleurs la fonne simple 

^* — Jft . x^^^ ainsi qu'on le vérifie directement), 

1 6. Nous venons de trouver (n° 14) une suite indéfinie de critéres 
pour Vexistence d'intégrales réguliéres. Proposons-nous maintenant de 
trouver une suite correspondante de critéres pour la non-existence de ces 
intégrales. 

Il est clair qu'on peut former une suite indéfinie de nombres positifs 



ayant pour limite zéro et satisfaisant aux conditions suivantes: 



(.06) 



T\ ' ' Tv 

— p . . — I 



P 



m 



^^mJ (ri,.MriP = — P,.M— 1.0,..,m,) 
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c'est ce qu'on voit immédiatement en partant de la formule 
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(107) 






T\ * ' Tp 
—p . . — 1 



m 



+ 00 

n 

t-— p 



m 



<U{i+u.)—U{i+u,) 



»-— ;> 



oix les Ui sont définis par la formule (105). Pour trouver une expression 
de rj^ en fonction de Tindice w, désignons par K une quantité positive 
plus grande que le produit 



(108) 



U(i+u.) 



tant que p et les a restent dans leurs doinaines respectifs R" et T; le 
second membre de (107) sera inoindre que 



(109) 






+ » 



et, des que m sera assez grand pour que la somme 2 w,= S^ soit in- 



»«m + I 



férieure ä Tunité, la quantité (109) sera évidemment inférieure ä 



K 



S 



m 



I -Sm 



L'élément ;f^ (i étant un indice quelconque non nul) peut, en vertu 
de la formule 



r« - (. +s^)«"'"^ (. +s^)«"'''"- • (■ +s^-) 



/>— p. 



8'écrire sous la for me 






Ai désignant une quantité qui, pour toutes les valeurs de l'indice i et 
pour toutes les valeurs de p et des a ä Tintérieur des domaines B^ et T, 
reste inférieure en valeur absolue a une quantité positive A. Un element 
](ii dont les indices i et k sont dififérents, peut s'écrire sous la forme 

Xn = fl,{p){[i - kli'""- + [i- kli'-' + . . + [i _ kl). 
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[i — /tjj , [i — A']j • . . . [i — A], désigDaot certaines foDctions linéaires et 
hoiDOgénes par rapport aux n — i paramétres suivaDts 

dont les coeflFicients sont des fonctions entiéres rationnelles, a coefficients 
eDtierd, de la quantité p + A' — i. On voit iiii media tement que chacune 
des series 

est convergente et reste inférieure a une quantité finie tant que p reste 
dans le domaine R^ et les a dans le domaine T. Par conséquent, on 
peut calculer des quantités positives l\ , t', , . . , U^ telles que la serie 

reste inférieure ä 

Gette derniére quantité est inférieure ä 

m ' ' 2 m* * ' n — I m"-* " 

puisque Ton a 






V i< — = — i-- 



v«-2,3,...a) 



nous pouvons donc écrire 

5^ < 1 ^r + i _L (/ + . . + _! L^ u 

Fixons arbitrairement une quantité s < i et déterininons un m' tel que 
S^ reste inférieur a e des que wi>m'; posons enfin 

I— e^^^^"" ^'' 2(i-e)^» "" '^^ ' • • ' (n -!)(£- I) ^-— ^— »' 

KF V 

»(»»)= TT + zr. + " + £^- 
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Il est clair que nous pouvons poser, dans la formule (106) 
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(III) 



rj^ = 8{m) des que m>^m'\ 



pour une valeur m < iw', nous conviendrons d attribuer au symbole B{m) 
une valeur quelconque rj^ vérifiant la condition (io6). 

Pour que Téquation (15) posséde une intégcale réguliére appartenant 
k p = lij il faut et il suffit que tous les dcterminants (101) s'annulent 
pour p = Ii. Donc, en vertu de (106) et (103) il faut avoir 



(..2) 



Ti ' • Tp 
m + 1 . . tn + p 



m 



< 6{ni) pour p = R, 



quelque grand que soit m. Si on a au contraire, pour une coinbinaison 
particuliére j'^ . . j^^ de p nombres de la suite 



(113) 

rinégalité sui vante: 



— P 



I , o , . . , m, 



(114) 



Ti • • Tp 
m + i . . m -{- p 



m 



> 6{ni) 



Téquation (15) ne peut avoir aucune intégrale réguliére appartenant a 
p = R. Nous obteiions donc la régle sui vante: 

Soit (15) une équation linéaire donnée; eonsidérons un domaine T, 
défini par (80) et (80'), a Tintérieur duquel sont assujettis a rester les 
paramétres a de cette équation et déterininons le nombre entier m^ cor- 
respondant; soit enfin m un notnbre entier (positif ou nul) quelconque. 

Four que V équation (15) Wadniette aucune intégrale réguliére appartenant 
å une racine donnée R de Véquation déterniinante, il suffit que VinégaUté 
(112) soit vérifiée pour p == R et pour une combinaison y^ . . j-p au moins 
de p nombres de la suite (113). 

Si Ton choisit m assez grand, ces conditions suff isantes pour la non- 
existence d'intégrales réguliéres sapprochent autant que Ton veut des 
conditions nécessaires et suffisantes. 
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Supposons, en effet, que Tinégalité ou Tégalité (112), ait lieu 
quelque grancL que soit m^ pour une valeur donnée /) = Ä et pour taute 
combinaison j-^ . , y^ de p nombres de la suite (113); quand m croltra 

indéfiniment, le premier membre de (112) tendra vers ( * '^ ) et 

\—P •• — 1/ 

le second vers zéro. En d'autres termes, tous les détenninants (101) s'an- 
nulerit pour p ^= B; par conséquent, Téquation (15) posséde au inoins 
une intégrale réguliére appartenant k p = R. 

Done, pour qu'une telle intégrale n'existe pas, il faut et il sufiit 
que Von puisse trouver une combinaison /*, . . /'p et une valeur m assez 
grand pour que Tinégalité (114) ait lieu pour p = R et pour cette va- 
leur m] ce qui prouve bien notre assertion. 



17. Pour décider si une équation de la forme (15) dont les para- 
métres ont des valeurs numériques données, posséde ou non une intégrale 
réguliére appartenant ä 7? on peut, par conséquent, procéder de la ma- 
niére suivante. On détermine le nombre m^ et Ton calcule les valeurs, 
pour p = Rj de toutes les fonctions (94) correspondant a Tindice m. 
En donnant a cet indice • successivement les valeurs o .. 1,2,.., on peut 
arriver a une valeur m telle que les fonctions (94) correspondantes sont 
toutes nuUes pour p = R; dans ce cas, Téquation (15) a certainement 
une intégrale réguliére appartenant ä R, Ou bien, Tindice w peut étre 
tel que Tinégalité (114) ait lieu pour une combinaison au moins de ^> 
nombre de la suite (113); dans ce cas, Téquation (15) ne posséde aucune 
intégrale réguliére appartenant a R. 

Mais il pourrait arriver qu'aucun de ces deux cas ne se présente 
tant que Tindice m reste inférieur ä tel nombre positif que Ton voudra 
fixer arbitrairement a Tavance; et le nombre des operations arithmétiques 
nécessaires pour résoudre la question proposée pourrait alors croitre au 
dela de toute limite. Toutefois, dans le cas le plus general, ce nombre 
ne croltra pas au dela d*une certaine limite; car, si Téquation ne posséde 
aucune intégrale réguliére appartenant a R (et c'est la le cas le plus 
general), on arrivera, d'aprés ce qui précéde, apres une suite limitée 
d'opérations arithmétiques, a un indice m pour lequel Tinégalité (114) 
aura lieu. 
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Pourtant il y a des cas ou la méthode précédente ne doniiera pas 
de réponse a la question proposée; et il seiiible nécessaire alors, pour 
arriver a bonne fin, de faire une étude approfondie des fonctions dé- 
terminantes elles-mémes. Une telle étude ne sera pas faite dans le present 
mémoire. Nous nous bornerons, dans le paragraphe suivant, d'établir 
quelques propriétés générales de ces fonctions. 



§ 3. 

1 8. Nous avons vu que le probléine general concernant les intégrales 
réguliéres se raméne a Tétude de certains déterininants infinis, définis 
par des syniboles de la forine 



(I '5) 



(«, . . tp tp^\ - . ^/)+w\ 



les indices t appartenant ä la suite — p , . . , — i , o , . . , + co et les 
X ä la suite o , i , . . , + <^- Nous savons que ces déterminants sont des 
fonctions entiéres de /> dont les coefficients s'expriment en fonction des 
paramétres 



(116) 



^•2,A--2 > 0^3.A-3 » • • » ^n,l-n 



(A = —p,.., — 1,0,1, ..,+«) 



Pour faire un premier pas dans Tétude de ces fonctions, nous allons les 
développer en series procédant selon les puissances de ces paramétres. 
Considérons d'abord le déterminant suivant 



(■■7) 






qui, comme on voit iinmédiatement, peut s'érire sous la forme 



(ii8) 






• • • 
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Chacun des elements diagonaux ;f,< étant linéaire par rapport aux n — i 
para mét res 



(119) 



0^2,-2 > ^3,-8 ) • • > ^1»,— !•> 



t • 



nous pouvons ecrire 

(120) 



— ^(1) 



y. = y"^ 4- y^^^ 



Xu^ étant indépendant des paramétres (116) et Xu^ étant linéaire et ho- 
mogéne par rapport a eux. On voit, d'aprés la formule (20), que ces 
fonctions s'écrivent ainsi 

x"^ = (/> + i)Mp), 

X'u = [{P + «)— »«5,-2 + (/> + «')n-3a3.-3 + • • + «»,-»]*.•(/>). 

le syinbole (/> + i)^ désignant, d'une maniére générale, le produit suivant 



{p + i){p + i— 1) ..{p + i — k + i). 



Le produit 



+00 



7r{p) = ny<!> 



(121) 

converge absolument; c'est ce quon voit en écrivant chaque facteur x?? 
(excepté /oo) sous la forme 



(122) ;^O)_(l+0e''(.+ 



— I 



'•^..(.+'-^J) 



P-n+1 



Nous pouvons donc, dans le déterminant (118), diviser les elements de 
chaque ligne i par le facteur correspondant y^^^^^ et, en introduisant les 
notations 



(123) 






/<* 






a^*) 



7" 



écrire le déterminant (117), divisé par 7r(/>), sous la forme suivante 



(124) 






Sur les iDtégrätes régulieres des équatioDS différentieltes linéaires. 393 

La serie 2<^^|f,^| étant convergente pour toute valeur de />, nous pouvons, 
en vertu d'une formule envisagée au raémoire cité (n° 7), développer le 
déterminant (124] sous la forme 



(125) i + Z^,, + ^ 



*flfl *»A»v 



+ 



>Vfl 



• vy 






**fl¥ 


^.> 


**v;i 


L 


e.A 


^A. 


^A, 


^XX 



+ •• 



les indices de soramation /i , v , X , , . parcourant la suite des nombres 



(1 26) 



O , I , . . , + CX) 



et étant assujettis a la condition 



(127) 

Or, nous pouvons écrire 



/£ < v < A < . . . 



^'* ~ (/> + i), 



ou 



(128) Atjt=-{p + Ä:)„_-2aj.,_*„5 + (/> + *)«-8a8.<-*-3 + • • + ««,,-*- 

Donc, en introduisant les notations 



^f^l-f^r ~ 



A A 



• • • 



A A 



S"> = 2 



s 



/«lPr 



/<|..;<r 



(/» + /^,)» -(p + ttr)n 



(/!,<..<«,■ 



nous obtenons la formule suivante 



(129) 



p . . — 



:)- 



ip) + «•(/>) S<'> + 7r{p)Sr'^ + . . + Jr(^)S<'* + . . . 



La serie du second raembre converge absolument pour toute valeur 
de p et converge uniformément dans un domaine iini quelconque; et il 
en est de méme de chacune des series S^'^ (voir raém. cité, § i, n° 15). 
Chacune des foiictions An^ étant linéaire et homogéne par rapport aux 



paramétres (116), nous voyons que la fonction 
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selon les puissances croissantes de />, aura pour coefficients des series ab- 
soluraent convergentes procédant selon les puissances et les produits de 
ces parainétres; si on considére ce déterminant corame fonction des para- 
métres (ii6), la formule (129) donnera le développement de cette fonction 
selon les puissances croissantes de ces parainétres, r(/>) étant le terme de 
degré zérOy 7r{p)SS^^ Tenserable des termes de degré wn, et, d'une maniére 
générale, 7r{p)S''^ Tensemble des termes de degré r. 

D^aprés la formule (128), on pourra développer le déterminant 
S„ ,^ de la maniére suivante: 

la sommation s'ét€ndant a toute permutation A-, . . k^ de r nombres de la 
suite 2 , 3 , .., n et S*;; *; désignant le déterminant des r' elements suivants 



(X3I) 



^*A'/V-/U-*A' 



(»',A = 1,2, ..,r) 



Désignant Télément a^^ ,,^_a^_^^ par (v . A) de sorte que le déterminant 
'^M ./'r prenne la forme 



(132) 



(i . i) .. (1 .r) 



(r . I ) . . (r . r) 



nous savons que chaque terme de ce déterminant peut s^obtenir en 
partageant, d*une maniére convenable, les facteurs du terme initial 

(i . i)(2 . 2) . . (r .r) 

en groupes et en permutant ensuite circulairement les indices appartenant 
a chaque groupe. Si donc nous désignons, d'une maniére générale, par 
[ij . . /J le produit suivant 

un terme quelconque du déterminant ^f';X P^^^^a s'écrire sous la forme 



(^33) 



( O • Ul • • SJrvi^-l • • '»'J • • L'v^-i + 1 • • ^vj) 



Tensemble des indices i representant une permutation convenable des 
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nombres i , 2 , . . , r et les nombres Vj , v^ , . . , Vy(= r) étant convenable- 
raent choisis dans la suite i , 2 , . . , r. 

Dans la serie l^^\ les indices de sommation fi^ . . fx^ prennent toutes 
les valeurs de la suite o , i , . . + 00 qui satisfont ä la condition 

/il </i2 < .. </£/, 

or, le déterminant S^,..;,, restant inaltéré si Ton perniute ces indices d'une 
maniére quelconque, nous pouvons écrire 



les indices fx^ . . /i^ devant parcourir la suite o , i , . . + co et étant 
assujettis ä la seule condition de rester tous inégaux. 
Donc, remarquant qu'on a 



(p + P)n (p + /Ji — n + k)t 

et posant, pour abréger 

(iT,^) 5 = T**-*' 

^ ^^^ (p + /I, - u + kXip + P, -n + hX ..(/>+ /ir — n + h)tr ^"'^' 

nous pouvons égaler la serie S^''^ (tnultipliée par |^) a la somrne d'un 
nombre fini de series de la forme 

(1 36) r (- 0'"'[i • • "JCv, + I . . vj . . [v,_, + I . . vj T^:X 

(car, dans Texpression [i . . vj[vj + i . . v^] . . [v^-i -{- i . .u^] on peut 
évidemment reraplacer les indices i , 2 , . . , v^ par i^ , i^ , . . , i^^ puisque 
ceci ne change pas la valeur de la somme (136)). 

Soient Å^ . , Å^^ une permutation quelconque des nombres fi^ , . fj^^\ 
K,^.\ ' ' K^ une permutation quelconque des nombres /i,^^., . . /i^^ ; . . ; A^^,+i . . K^ 
une permutation quelconque des nombres /iK,_,f 1 • • /^y/» il est facile de 
voir qu'on peut considérer la serie (136) comme la somme de 



»^1 
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series de la méme forme (136) mais dans chacune desquelles on assujettit 
les indices fjt^ . . fi^ a des conditions de la forme 

(130 ) /| < . . </^^ ; \+i < . . < Aj,^ ; . . ; Aj,^_,^.i < . . </»,,; 

ces conditions seront vérifiées, et cela de la maniére la plus générale,^8i 
nous posons 

(137) 

(r=2, 8, .., V14.1— VI ; i-0, 1, . .,«—!) 

ou v^ = o, les c désignant des entiers positifs (non nuls) quelconques et 
les yS étant des entiers positifs (ou nuls) assujettis aux conditions suivantes 

(.38) ^'"i^'*" 

(i >y ; r = 2 , 3 , . . , j;,^., — v, ; ö- = 2 , 3 , . . , j;^.^.i — v^). 

Par conséquent, une serie quelconque de la forme (136) ou les indices 
/i, . . /jt^ sont assujettis aux conditions (136') peut étre remplacée par une 
serie de cette nouvelle forme 

(1 39) 2: Z (- i)'-'[i . . vJK + I . . vj . . [v,_, + I . . v,] 7^;:;;; 

(c) ^|../9« 

ou le premier signe de sommation indique que les nombres c doivent 
parcourir, indépendamment les uns des autres, la suite i , 2 , . . , + <^ > 
la sommation par rapport ä fi^ . . p^ étant limitée par les conditions (138). 
Or chacune des expressions 

(139') [^i + I "^i+x] 

est indépendante des indices ^^ . . yS^ puisqu'elle ne depend que des diffé- 
rences réciproques des nombres 

et que ces différences, en vertu de (137), 8'expriment en fonction des 
nombres c seuls. La serie (139) peut donc s'écrire sous la forme 

(hO ZÄ<"5:T;;;:t, 
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K"'"^ désignant Texpression suivante 

(142) K-' = (— ir^[i . . vjy, + I . . ,J . . [v^_, + I . . vj. 

L'expression (139') dépend et dépend seulement, de certains des paramétres 

ou A; est un nombre de la suite 

et ou s et t sont des norabres de la suite 

La différence entré deux quelconques des nombres (144) s'exprimant sous 
la forme 

(145) ^.+r — K^c = <^i.c + • • + ^f.r-1 

(oii Ton suppose r > ö*), nous voyons donc que, si 

désignent les paramétres qui figurent dans Texpression Ä^''^ chacun des 
indices g^^g^j * -i gr (pris, selon les cas, avec le signe + ou — ) sera 
nécessairement egal å la somme de certains des nombres c. 
Je dis que, 

(147) g\.g\,'^,g\ 

étant des entiers donnés quelconques, le systéme d^équations 

(148) gi= g\y g^ = g\ , • . , gr = g\ 



.0 



oii les c sont considérés. corame inconnus, n'aura qu'un nombre fini de 
Solutions en entiers positifs. 

En effet, puisque A„+i , A^^+j , . . , A^,^, est une permutation de fi^^j^^ , /i^,+2> 
• • > /^,H> ^^^® pouvons poser 

(149) /^.+* = ^«+r.> («-l,2,...y«+i-M.) 
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r^ , Tj , . . , r;^.,_v, désignant une permutation convenable des nombres 
1,2,.., v.^i — Vf. Par conséquent, on peut définir les g par les för- 
in ules suivantes 

oii Ton convient de poser r,^.i = r, pour 5 = Vj^.i — p,. De cette formule, 
on peut conclure que chacune des r — q quantités c figure nécessaire- 
raent dans Tune au moins des équations (148); car, r^ désignant Tun 
quelconque des nombres 1,2,.., )t^^^ — v, (excepté Tunité) et r^+, celui 
qui est egal a wn, on aura, en vertu de (150) 



? 






pourvu que oi<^ et 



a—l 



,3+1^''"^' ~ ^*'*'^^ ^*"*"^« 



pourvu que ol>^P + 2 (a ne peut étre = ^ + i car on aurait alors 
r^ = I , contrairement a Thypothése). Donc, dans tous les oas, on voit 
d'aprés la formule (145) que Tinconnue r,.. _i figure dans la somme de 

certains des g et, par conséquent, dans Tune au moins de ces expressions. 

Or, en vertu de la for me des g, chaque équation g^ = gl n'aura, 
pour les inconnues qui y figurent, qu'un nombre limité de Solutions en 
entiers positifs. Par conséquent, on voit bien qu il y a seulement un 
nombre fini de combinaisons des indices positifs c qui peuvent satisfaire 
aux équations (148). 

Pour trouver Tensemble de ceux des termes de la serie (141) qui 
dépendent, et dépendent uniquement, des paramétres suivants 

(^ 5 O ^k,,g\-k, > «*„j7;-*, > • • ) a*r,/.-i>> 

il faut limiter la sommation par rapport aux indices c a celles des com- 
binaisons qui vérifient au moins un des |^ systémes d'équations suivants 
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ou j^i . . ^r désignent successivement toute permutation des r nombres 
I , 2 , .. , r.- 

Ces combinaisons étant en nombre nécessairement limité, nous voyons 
donc que le coefficient par lequel est multiplié, dans la serie (141); le 
produit des r paramétres (151), sexprime linéairement et a coefificients 
rationnels par rapport a certaines series de la forme 

(^S2) Y Ti-':. 

PvPf 

Donc, si nous développons Texpression ;r(/9) S^'^^ selon les divers produits 
qu'on peut former par r des paramétres a, c^est-a-dire si nous écrivons 

(153) 7t{py^'' = .^ ^ ^tl: «*....-^. • • «^...-*. ' 

la sommation par rapport aux k^ . , k^ s'étendant ä toute permutation de 
r nombres de la suite 2 , 3 , . . , n et celle par rapport aux g^ • . Qr a 
toute permutation de r nombres de la suite 

(154) — p, .., — I , o, I , . ., + cx>, 

chaque coefficient f/^Ji^ir, s'exprimera linéairement et a coefficient rationnels 
par rapport ä un nombre iini de series de la forme 

(155) ;r(^) . 2: 2;tt ' 

P\»'P9 



19. Nous nous trouvons donc amené a étudier d'abord les series 
de Irt forme (152). 

En permutant les indices i , 2 , . . , r des nombres /^i , /ij , . . , /ir d'une 
maniére convenable, on obtient Aj , A^ , . . , A^; désignant par l^ , l^ , . . j l^ 
la permutation correspondante des nombres k^ , k^, . . , k^, on pourra, en 
vertu de la formule (135), écrire T^\':X sous la forme 

(i ^6) T*»*' = ' 5 
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ou, en posant 



"1 

n 



U{p + ^, — n + h)„ = </,^(p + Ä), 



(157) ,iK, ('^ + '^' ~ ** + ^')" =^'Pi(P + A)' 



»*« 



n > + A, - n + /,)„ = ^,(^ + y9,), 



(158) t;-:X = 



D'aprés (157), chaque fonction ^^(/> + /9*) ^st une fonction entiére ration- 
nelle de degré 

Vk 

par rapport ä /> + y9^, ayant pour coeflEicients des nombres entiers qui ne 
dépendent que de n, de k^ , .., k^ et des nombres c. 
La serie (152) prend donc la forme suivante 

la sommation 8'étendant a toutes les permutations de q nombres de la 
suite o , 1 , , . , + ^>^) excepté celles pour lesquelles une ou plusieurs 
des égalités 

(160) 

(i>y; r = 2, 3,.., v,+, — v<; 0-= 2,3,..,v^.^, — v^. ; t,y = o, I ,..,?— i) 

sont vérifiées. Gette serie, qui représente manifestement une fonction de 
p méromorphe dans tout domaine fini, sera désignée par F(/>), Pour en 
évaluer la valeur en fonction des fonctions élémentaires de Tanalyse, 
nous pouvons procéder de la maniére suivante. 

Si, dans la serie (159), nous n*assujettissons les indices ^j • . /?, ft 
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aucunes conditions, la somme S de cette serie sera égale au produit des 
q series simples: 

d'un autre c6té, on peut écrire 

S = F, + F, -h F, + . . 

Fq = F{p) désignaiit rensemble de ceux des terines de S dont les indices 
Pi • ' fiq ne satisfont ä aucune des relations (i6o), F^ désignant rensemble 
de ceux dont. les indices Pi • - ftq vérifient une, et une seule, des relations 
(i 60), F^ désignant rensemble de ceux dont les indices ^^ > - Pq vérifient 
deux, et deux seules, des relations (160), et ainsi de suite. 

Or, assujettir, dans une serie multiple d*ordre ^, les indices a remplir 
une ou plusieurs relations linéaires, cela revient a la transformer en une 
serie multiple d^ordre inférieur a q. Donc notre serie F[p) s exprime en 
fonction rationnelle et entiére par rapport a certiiines series, de la méme 
forme d'ailleurs, mais dont Tordre de multiplicité est inférieur a q. 
Opérant de la meme maniére sur chacune de ces series et procédant 
ainsi de proche en proche, nous yoyons qu'on peut exprimer F[p) en 
fonction rationnelle et entiére par rapport «a un certain nombre de series 
simples dont chacune est de la forme suivante 



+« 



^^^^^ fTo Mp + r, + ft)</%(r + r. + /9) . . </',,(p + r, + fi) ' 

s désignant un nombre de la suite i , 2 , . . , (/, les d^, d^^ . . ^ d, des 

nombres de la méme suite et /'j , /'.^ , . . , y, étant des entiers qui ne dé- 

pendent que des nombres c. 

Si nous posons 

. ^{p + y5) = Mp + r, + (i)Mp + r.+P)-- Mp + r.+fi) 

0[fi + P) sera une fonction entiére rationnelle de /> + ^> ayant pour 
coefficients des nombres entiers et pour racines des nombres entiers aussi. 
Soient 



'- 1 ? *- 2 ' * • ' '^ ' 
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les racines distinctes de C^(/0 + /5), et 

leurs ordres de multiplicité. Nous pouvons écrire 

les B^ et les B^x désignant des nombres rationnels; d'ailleurSy It? degré de 
la fonctioii 0{p + ^) étant egal ou supérieur a 2, les résidus B^ satisfont 
nécessairement a la relation 



v=l 



donc l'égalité précédente (oii rious supposerons ^ > o) ne cessera pas d'etre 
vraic si nous retranchons du second menibro la sommc 

v«»l * 

Ceci pose, dcsignons par 0{p) la fonction sui vante 



»Krf = ; + 1 Grb-a- 



(D'apres les foruiules connues relatives a la fonction I\ on a la relation 
Ti/i) désignant, R*lon Tnsage, la fonction Eulérienne définie par la formule 



,i-i"»->n('+^)^-5 



et C la constante dite d'EuLEH.) 
Nous obtiendrons 



%-<t>irh ,5) = t [^^««(/'- O + i B,,B%,-s,)]. 



Sur lc8 iotögralcs röguliöres des équations drffércntielles linéaires. 403 

Or, d'aprés les propriétés de la fonction W, on a, eii désignant par e un 
entier positif quelconque: 

S[p — e)= — !— + '-T- + • • + — ^ + ^{p\ 

et, qiiand e désigne un entier négatif quelconque = — rj: 

— 6»(/) + ») = - + — J— +'• . + — r-^ 0{p)' 

» 

Donc la serie (162) peut étre considérée coinine la soinnie de deux fonc- 
tions dont Tune est linéaire et homogéne, a coefficients rationnels, par 
rapport a 6{p) et a quelques-unes des dérivées de cette fonction, tandis 
que Tautre 8'exprime en fonction entiére et rationnelle, a coefficients ra- 
tionnels, par rapport aux quantités suivantes 



I I I 



, —. — - , • • , 9 

p — e p — e +1 />— I 

(^63) 



I I I 



P P + ^ p •¥ rj— \ 



(011 £ désigne successiveraent tous ceux des nombres s^ qui sont positifs 
et — 7j tous ceux qui sont négatifs). 

On en conclut que la serie F{p) s'exprime en fonction entiére ra- 
tionnelle, fl coefficient rationnels, par rapport aux fonctions 

(164) 8{p),ff{p),.., e'{p) 

{x désignant un entier positif dépendant de r, facile a calculer dans 
chaque cas particulier et äuquel il serait facile, dans le cas general, 
d^assigner une limite supérieure) et aux fonctions (163) (oii s et rj dé- 
signent certains entiers dépendant uniquement des nombres c). 
Posant, ppur abréger, 

(165) «(/>) = 4l(i+f)«-s 
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on peut, en vertu de la definition (121), écrire la fonction 7:{p) sous 
la forme 

(166) n[p) = *(/>)*(/>— i), .»{p — n + i). 

On en obtient, d'aprés des formiiles bien connues relatives a la 
fonction Fj ' 

• 7t{p) = E.{p - !)"-'(/> - 2)"--' ..{fj-n+ x){Hp))\ 



E désignant la constante 



«(n— 1) 
C 



E = e ' 



d*ailleiirs, entré les fonctions 6(p) et &{p) on a la relation suivante 



6{p) = 



Hp) 



Par suite, chaque expression de la forme (155) (divisée par la con- 
stante E) est une fonction entiere et rationnelle, a coeftlcients rationnels, 
par rapport ä />, a ^(yo), aux fonctions (164) et aux fonctions (163). 

Donc, d'aprés ce que nous avons vu, chaque coefficient Ul\;^j^ du dé- 
veloppement (153) B'exprime aussi sous cette forme. 

20. Ayant ainsi trouve la forme analytique soiis laquelle se pré- 

— V • • — ^ \ , • . . 

) quand on le développe en sérié 

— 2; .. — 1/ 
procédant suivant les puissances croissantes des paraniétres a,^^, il sera facile 
de le développer selou les puissances croissantes de p, 

Uans le voisinage de p = o, la fonction 6{p) peut, comme on sait, 
se développer de la maniére suivimte: 

5p(/9) ctant une serie procédant selon les puissances positives de /> et dont 
les coefficients ont (aux signes prcs) les valeurs 



^3 j ^3 ' ^4 J • • ? ^* ; 



« • 
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Tit désignant le nombre suivaiit: 

(167) r, = I + ^ + ^, + ^ + . . . (*"2.8,..) 

Quant aux fonctioiis de la fonne (163), chacune d^elles, développée 
selon les puissances croissaiites de p, aura pour coefficients des nömbres 
rationnels et ne contiendra, au plus, qu'une seule puissance negative de^o. 

Enfin, la fonction å{p) est une fonction entiére de p dont les coeffi- 
cients sont des polynömes entiers, ä coefficients rationnels, par rapport 
aux nombres r. 

Dans le développement de ?7J[;;J; selon les puissances croissantes de/?, 
les puissances negatives de p disparaitront nécessairement, puisque f7*;;J^ est 
une fonction entiére de p. Donc cette fonction (divisée par E) se dé- 
veloppe en une serie procédant selon les puissances positives de p dont 
les coefficients sont rationnels par rapport aux r. 

Donc, la serie du second membre de (129) pouvant, en vertu de sa 
convergence uniforine, étre écrite sous la forme d'une serie entiére par 
rapport a p, nous arrivons a cette conclusion: • 

Le déterminant ( \ est une fonction entiére de p dorit les 



coefficients sont des series absolunient convergentes procédant selon les puis- 
sances des paraméires a; dans chacune de ces series, les coefficients {divisés 
par la constante E) sont des polynömes enfiers, ä coefficients rationnels, par 
rapport aux nombres r. 

fe 

21. La niéthode procédente pour lo développement du déterminant 

) s'applique ii tout déterminant de la forme (115). En 
—p . . — 1/ 

effet, on peut obtenir Tun quelconque des déterminants (1 15) en supprimant, 

dans ( ), certaines ligncs et certaines colonnes et en y remp- 

\ — /) . . — I / 

la<;ant certaines lignes et certaines colonnes par des lignes et des colonnes 

convenablement choisies dans la matrice des elements ^n^^ et on voit facile- 

ment que ces operations n'altcrent pas essentiellement la förme analytiquc 

et les propriétés générales du déterminant considéré. Ce n'est qu'a fin 
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de simplifier Ics formules quc noiis nous somincs borné a Tétude de 

|. Aussi les conclusions précédentes relatives a ce dé- 
— P"—^/ 

terrninant subsistcnt-elles sans inodification pour le cas d'un déterininant 
quelconque de la forine (115). 



§ 4. 

22. Considérons, en particulicr, le chs oii réquation proposée (15) 
a pour coefficients des fonetions nitionnelles de x. Un poiirra récrlre 
sons la forine 

Ö2 > (?:i > • • > (?H désignant des polynonies entiers en x qui ne s'annulent 
pas tous pour x = o, Q^ un polyndnie seniblable qui ne s^annule pas 
pour X = o et p un entier eonvenable. 

Si i^ < o, Téquation (168) appartiendra visiblement, dans le voisinage 
de X = o, a la classe simple des équations rcguliéres. Nous pouvons donc 
nous borner au cas ou Ton a /^ > o. 

Développons les Q selon les puissances de x: 

(169) Q, = y9,o + p.A-T^' + p,.x'^ + . . + /9,„,:r'" (w^o.^.s.. ,») 

et supposons, ce qui est évideniment pennis, que y9^^, c'est-a-dire le ternie 
indépendant de x dans le développement de Q^^ soit egal a utt. 

Cela pose, nous pouvons écrlre, dans un certain voisinage de a; = o, 

(^70) Tj^iTp^^ . ^ Öt,.^-^ > (r-y,3,..,i.) 

*c y X A = — r— p 

les a^i désignant des fonctions entieres rationnelles, a coefFicients rationnels, 
par rapport aux [i,.^ et aux y^op. En convcnant de considérer chacun des 
p,.Q comrne homogéne et de degré i par rapport a une variable auxiliaire 
#, chacun des ^9^. ^ coinine homogone et de degrc 2 , . . , chacun des p^^ 
eomme homogéne et de degré m + i mais chacun des i%x connne ho- 
mogéne et de degré A, on voit que le coeflficient OLr^^r-,. ^^ra homogéne 
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et de degré i, que a^-rp^i sera homogéne et de degré 2,.., que 
a^,_,._p+* sera homogéne et de degré A;+ i^ et ainsi de suite. 

Cela étant, considérons les déterminants (83), définls, comme il a été 
expliqué, en fonction de p et des parainétres a^x] nous avons vii que, 
abstraction faite du facteur J5, chacun d'eux peut étre mis sous la forme 
d'une serie entiére 

(171) S, + 5,/> + 6V/ + .. 

011 chacun des coefficients S^ est une serie absoluinent convergente, pro- 
cédant selon les puissances des paraniétres a^ et ayant pour coefficients 
des polynöines entiers, a coefficients rationnels, par rapport aux nombres 
T. Exprimant les a^;^ en fonction des ^,.;, on voit sans difficulté que 
chaque serie S^ converge uniforméinent par rapport aux ^,.;i a Tintérieur 
d'un domaine fini quelconque; par conséquent, les S^ sont des fonctions 
entiéres par rapport aux ^^x' 

Daprés la convention faite plus haut; un produit quelconque de la fonne 

est du degré 

(173) [ffx +P+ + -- + (^r+2^+ O 

par rapport a t. La serie S^ étant ordonnée selon les produits (172) (r 
prenant successivement les valeurs 1,2,..,+ c^)> chacun des indices 
9\^ 9ii ' • 'i 9r d'^'^ terme quelconque sera supérieur ou egal a — p. On 
en conclut qu'il ny a, dans S^^ qu'un nombre fini de combinaisons des 
indices g pour lesquelles Texpression (173) prend une valeur donnée; 
autrement dit, si /i désigne un entier positif quelconque, il ny a, dans 
Ä^, qu'un nombre fini de terraes de degré /£ par rapport a t. 

Or, ordonner la serie (171) selon les puissances croissantes de <, 
cela revient évidemment a Tordonner selon les puissances croissantes des 
paramétrcs ^. D'ou cet énoncé: 

Chacune des fonctions déterminantes de VéquaUon (168) est une fonction 
entiére de p dont les coefficients, considérés comme fonctions des paramétres 
[i, sont des fonctions entiéres ayant pour coefficients des polymmes entiers, 
å coefficients rationneJs, par rapport aux nombres r. 
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23. Soit, dans la suite des pararnétres sui vants: 

(W4) Ao » Äo> • • ' A'OJ 

P^ le premier qui n'e3t pas nul. L'éqiiation déterminante, relative a 
ir = o, sera évidemment 

(175) f{p) = p,,,p{p—i)..{p — n + a+i) 

+ /5^+i.o/>(/> — i) . . (/> — w + /T + 2) + . . + y5„.o = o. 

Pour que les a se trouvent ä Tintérieur d'un domaine T, défini par 
des conditions de la forme (80) et (80'), il suffit que les ^ satisfussent 
aux conditions suivantes 

('76'). iA.o;>ö 

les ^;i désignant des constantes positives (ou nulles) quelconques et 6 une 
quantité positive (non nul le) quelconque. Appelons TJ le domaine des 
pararnétres p défini par ces conditions. 

D'aprés ce que nous avons vu, on peut toujours, par une suite finie 
d'opérations arithmétiquos, trouver un entier A et A fonctions entiéres de p: 

(177) t\{p) , T\{p) , . . , F,{p) 

qui jouent le role de fonctions déterminantes pour Téquation considéréo, 
relativemcnt au point singulier rr = o, tant que los pararnétres (i restent 
a rintérieur du domaine U. R désignant Tune quelconque des racines 
de Téquation déterminante, nous savons que les conditions nécessaires et 
suffisantes pour lexistence d'un nombre donné /i d'intégrales réguliéres 
appartenant a R s'expriment en disant que les fonctions (177) doivent, 
pour p = R, sannuler de Tordre p] et de la se déduisent immédiatemcnt 
les conditions nécessaires et suffisantes pour que Téquation (168) posséde, 
dans le voisinage de rr = o, un nombre donné s d'intégrales réguliéres. 

Proposons-nous maintenant de traduire ces conditions en relations 
entré les paramétres. 

Ceci se fait sans difficulté dans le cas ou toutes les racines de Téqua- 
tion f{p) = o sont incongruentes. En effet, désignoiis par 



(178) R^,R^,.,,R 



H — a 
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les racines de f[p) = o, par 

A+ I variables auxiliaires et ^ar G{tu^ . .Uj) le produit suivant 



n—ff 



(i 79) ^(t - u,F,{R,) — u,F,{R,) — . . — u,f\{R,)); 



v=l 



il snffira d^écrire que G{tu^. . u^), considérée conime fonction de /, a s 
racines nuUes quelles que'8oient les valeurs des variables u^..Ux; ce qui 
coiiduit ä un certain nombre de relations de la forine 

(i 80) . ir(i?, ,i?,,..,i?_) = o, 

H désignant une fonction entiére et symétrique par rapport aux racines 
(178) et étant, par suite, représentable par un développement de la forine 

(181) H= H, + H,+H^+.. + H, + .., 

H^ désignant un polynöme homogéne et symétrique de degré v par rapport 
aux R. D'aprés la propriété des fonctions (177) établie au numéro pré- 
cédent, on voit que, dans chacun des polynömes H^j les coefllcients sont 
des fonctions entiéres par rapport aux [i^x dont les coefficients (divisés 
par la constante E) sont des polynömes, a coeflFicients rationnels, par 
rapport aux noinbres r. 

Or, écrivant f[p) sous la forme 

(182) /•(/>) ^fuip""- + z;/?"-"-^ + /,/>"-^-' + . . + /"n-.) 

et convenant de considérer /*, , ^ , . . , fn-a comme des quantités homogénes 
des degres respectifs i,2,..,w — a par rapport a une variable auxiliaire 
/, on sait que tout polynöine homogéne symétrique et de degré v par 
rapport aux racines iJ, peut 8'écrire sous la forme d*un polynöme en 
/i j A > • • j /Ii-<T> homogéne et de degré j^ par rapport a t, Chacun des 
coefficients f (multipliée par y9^.o) s^exprimant en fonction linéaire et ho- 
mogéne, a coefficients entiers, par rapport aux paramétres /5^+i,o > /?iT+2,o> 
• • ) /5n,o> ön en conclut que toute fonction tel le que U est une fonction 

entiére par rapport ä ^— et aux B^^u ayant pour coefficients des poly- 

n6mes entiers, a coefficients rationnels, par rapport aux r. 

Åcta fnaihematica. 18. Iiupiiiué le 12 noveuibrc 18fU. 52 
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Toutefois, les relations alnsi obtenues cessent crexprimer les condi- 
tions dont il slagit des que deux ou plusieurs des racines R devieunent 
congruentes. Pour obtenir des formules qui embrassent tous les cas 
possibles, il faudra inodifier la inéthode précédente. Tout d'abord, nous 
avons besoin de quelques considérations préliminaires relatives a la di- 
visibilité de fonctions entieres. 

24. Soient 



deux fonctions de p dont Tune (f)[p) est entiére et rationnelle de degré 
m, Tautre F[p) entiére (rationnelle ou transcendante). Pour trouver les 
relations entré les a et les b qui sont nécessaires et suflfisantes pour que 
^{p) et F\p) possédent un facteur comnuin de degré 5, nous ernploierons 
la méthode suivante. 
Soient 



PxyP^y^P 



m 



m quantités arbitraires que nous supposerons d'abord ditférentes entré 
elles. Si nous écrivons 

F{Pm) = .^0 + A{Pm—pi) + •• + ^«i-,{Pm — pi){Pm—p,)-{Pm—Pm-l) 

les coeflicients A,_x auront les valeurs 



Ay—i — 



i , Pi , • ' , p\ ' , F{Pi ) 



'> /O. .••./>',' , F{p,) 



\f ■ ■ 9 y 1 

^ y Pl 9 ' ' f Pi 9 Pl 



I 7 P 



y 7 



9 Pv ^ P v 



(»'=l,2,..,iii) 



Sur Ics iDtégralcs réguliéres des équatioDS différeDtielles linéaircs. 411 

ou, ce qui est la méme chose, 



(w-l,8,..,m) 



^y{p) désignant la fonction suivante 

Fv(/o) == (/O — />,)(/> —P2)"{P— P)' 

A-ij considéré comme fonction de p^,p^^ • • > A> étant visiblement une 
fonction entiére, nous pouvons poser 

(184) A^_x = 6[p^ y P2 i " y Pv) (w-J,3,..,m) 

en désignant par 6{Pi , p^j • • , Pv) une fonction entiére par rapport aux 
Pi y Pi 9 ' ' 9 Pv ayant pour coefficients des polynömes a coefficients rationnels 
par rapport aux b: 

Ceci pose, désignons par p^yp^yjPm ^^s racines de ^(/?); je dis que 
la condition nécessaire et suffisante pour que F[p) et (p{p) admettent un 
diviseur commun de degré s consiste en ceci: on doit avoir, pour une 
permutation convenable p^^ p^y - ^ , p, de s des racines de (p{p\ 

(185) 8{o^) = o, 8{p^ , ^J == o , . . , #(/>! , />3 , . . , /O,) = o. 

Cest ce qui est evident dans le cas oii toutes les racines de ^(/>) 
sont diflférentes car, dans ce cas, les équations (185) sont, en vertu des 
relations (183), équivalentes aux suivantes: 

F{p,) = o, F{p,) = , . . , F{p.). 

Pour le démontrer d'une manicre générale, reniarquons d'abord que 
les équations (185) sont équivalentes aux suivantes 

(185') e{p„) = o, éy(/>,, , pa) = o , . . , 6{p,^ y Pa,y " y pj = o, 

a^,OL^j . . , a, désignant une permutation quelconque des nombres i , 2 , . . , 5; 
on a, en effet, en yertu des formules (183), 
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les H (lésignant certaines txpressions entiéres et rationnelles par rapport 
aux p\ en d'autres termes, on peut passer du systéme des fonctions 

^{P\) y ^{.Px ^ P2) y " ^ ^{p\ ^ P^^ - y Ps) 
a celui des fonctions 

Ö(/>a,) > ^{Pa, 1 Po) , " , ö(/Oa, , Pa^ J " J Pa) 

par une substitution linéaire de la forine 

^ i "\.\ > • • ) ^l.i— 1 

I j • • j "2.$—l 



ce qui prouve bien Téquivalence des systémes d^équations (185) et (185'). 
Si les racines 



(186) 



P\ y p2 9 • * y P* 



ne sont pas toutes distinctes, nous les supposerons rangées de la maniére 
suivante 



Pl = • • pa '^ PaJfl • • Pfi 



/^A+i — • • — Pi 



c'est-a-dire nous désignerons par p^ , p^j^^ , p^y^y^ , , . , px^i les racines distinctes, 
par jöj , ^3 , . . , yö« celles égales a p^ , par p^^^ , 'p^^.^ , . . , /ö^ celles égales a 
^^^i et ainsi de suite. 

En vertu des relations (183) on a (en supposant d'abord les p 
distinctes) 

^f- - -\ ^iPi t Pi > ' "> Pv-\) — ^{Pi * Pt f ' ' f jöy-a , p^ 

^\P\ y p^j "7 Pv) — r zr= 

Pv—i pv 

d'ou se conclut que Ton a, pour ~p^ =zp^^=z . . =^„: 



^[p\ y Pi> "y P) = 



d^FCp,) 
dp 



-V—l 



(v = a,8,..,a) 
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Si, dans les équations (185'), nous prenons p^^=~p^, ^>^ = ^>.^ , . . , ^^ = ^^ 
les a preiniéres de ces équations seronf donc équivalentes aux suivantes 

(187) F(^) = o, hXp,) = , . . , I^-Xp^) = o. 

On a de meme, pour p^^^ = p^^.2 = . , = py. 

or, en vertu des relations (183') et des a premiéres des relations (185'), 
on obtient 



^{P\ > /^2 » • • » /^«+i) == TT 



n~Pa^^) 



(Pa-^l — pi)(pa+i — />«) • • (/^af 1 ~ P^) 

ce qui conduit aux relations suivantes: 

(•88) F{p^^,) = o, F(p^^^) = o, .., F'''-«-'V«+.) = o. 

Continuant ainsi de proche en proehe, nous voyons que les équations 
(185') sont équivalentes a Tensemble des relations (187), (188), ... On 
en conclut que les relations (185) expriment bien les conditions nécessaires 
et suffisantes pour que la fonction F{p) soit divisible par 

(P — Pl){P — P2)"ip— P')- 

Fonnons le produit suivant 

(189) n ['^ (^{Pa,) + %(i{pa, ,/>«.,) + .. + U,ti{pa, j Po., y " , />«.)] 

»j . . a, désignant successivement toute perniutation de s nouibres distincts 

de la suite 

I , 2 , 3 , . . , //i 

et Wj , ?/, , . . , M, étant des variables auxiliaires; pour que F{p) et <p{p) 
admettent un diviseur cominun de degré 5, il faut et il sufllt que ce 
produit soit nul quels que soient u^ , w, , . . , w,, car, d'aprés ce que nous 
avons vu, il faut et il suffit que T un au moins de ses facteurs s'annule 
identiquement. Mais de la on est conduit a un certain nonibre de re- 
lations de la forme 

(190) II{a , ft) = o 
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//(a , h) désigiiant une serie convergente procédant seloii les puissances 
croissantes de a et de h et ayaiit pour coefficients des noinbres rationnels. 
Ces relations (190), qui sont évideininciit en nombre fini, exprinient 
donc les conditions dont il slagit, quelles qiie soient les valeurs des coeffi- 
cients a et i. 

25. Pour pouvoir appliquer ces resultats au problénie que nous 
avons en vue, il faut démontrer d'abord le théoréme suivant: 

Pour que Tcquation (168) adniette un nombre donné s d'intégrales 
régulieres, il faut et il suffit que les fonctions (177) possédent s[k — h \- \) 
racines en commun avec la fonction suivante 

(•9i) f{p)f{p + ^) ■ ■ f{p + k), 

k et h désignant des entiers positifs convenables. 
Soient, en effet, 

(192) Äi,i?2, .., iJ„_, 

les n — a racines de Téquation dcterniinante /*(/;) = o. Supposant que 
les parametres /9 restent dans Tintérieur du domaine U défini par (176) 
et (176'), nous pouvons assigner une limite supérieure // aux valeurs 
absolues des différences 

soit 11 Tentier positif immédiatenient supéricur au nombre H et désignons 
par k un entier quelconque supérieur a Ä. 

Supposons que les racines (192) soient numérotées de telle manierc 
que jRj , i?^ , . . , i?^ désignent les racines incongruentes de /'(/>), et que, 
de plus, 11^ ait une partie reelle inférieure a celle de toute autre racine 
de f{p) congruente a Ti^ (v désignant successivement i , 2 , . . , a). 

Désignons par t^ le nombre des racines (comptées avec leurs ordres 
de multiplicité) congruentes a B^ de sorte qu'on ait 

/i + ^ + . . + ^« = w — ^; 

soit s,, Texposant de la plus haute puissance de p — B^ qui divise toutes 
les fonctions (177). Nous aurons la condition suivante 

S, < L (v = l,2,..,a) 



Sur lc8 intégrales réguliércs des équatioDS différentielles linéairoi^. 415 

et le noinbre des intégrales rcguliéres de Téq nation (i68) sera egal a 
Äj + 5j + • • + ^w ^^^ conséquent, la condition iiéeessaire et siiffisante 
pour rexistence de s intégrales réguliéres peut 8'écrire ainsi: 

(193) s^ + s^ + " + Sa>s. 

Les fonctions (177) s'annulent, pour p = B^, d*ordre s^ au moins, 
mais de la on peut conclure que ces fonctions s'annulent du meme ordre 
pour p = B^ — Å, Å désignant un entier positif quelconque; car, si elles ne 
s'annulaient toutes que d'un ordre inférieur a 5^, le nombre des intégrales 
réguliéres appartenant a jR^ — A serait inférieur a 5^, ce qui est évidem- 
raent contraire a Thypothése. 

Or, k désignant un entier positif quelconque supérieur a /?, la fonc- 
tion (191) s'annule pour yO = i2^ — X d'ordre s^ au moins, pourvu que Ton ait 

X<k — h. 

Par conséquent, le noinbre des racines communes aux fonctions (177) et 
(191) est, au moins, egal k 

(5, + 5, + . . + s,){k ~h + i); 
donc, S désignant le nombre exact de ces racines conmiunes, la formule 

(194) S>s{k — h+ i) 

exprime une condition nécessaire pour Texistence de s intégrales réguliéres. 

Pourvu que k soit suffisamment grand, cette condition nécessaire 
entrainera la formule (193) et exprimera donc en méme temps la con- 
dition suffisante. 

En efifet^ toute racine commune aux fonctions (177) et (191) peut 
8'écrire sous la forme B^ — A, u désignant un entier positif convenable 
et Å un entier positif ou négatif convenable. Or, de resultats précédem- 
ment obtenus (ef. n° 10) il résulte que, si toutes les fonctions (177) 
s*annulent, pour ^ = iJ^ — A, d'un certain ordre /£, ces fonctions s'annulent 
nécessairement aussi, pour p = B^, de cet ordre p, au moins. Les seules 
valeurs de p pour lesquelles peut s'annuler la fonction (191) sont évi- 
demment 
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Donc, s^ désignant Texposant de la plus haute puissance de p — B^ 
qui divise toutes les fonctions (177) et (191), on aura 

donc, 81 Von suppose la condition (194) vérifiée, il vient 

(,9, +5, + .. +0(*+A+ i)>s{k — h+ i). 
De la et en vertu de la formule 

on obtient 

(195) (5, +^S + .. + 0(^+ i) — s{lc+ i) + h{n — tT+s)>o. 
Si Tentier positif k -^ 1 reinplit la condition 

(196) k + i > h{n — (T + s)j 

ce que nous supposerons, la formule (195) ne peut évidemment étre vraie 
que si Von a 

(197) * 5, + 5^ + . . + 5«>5. 

C. q. f. d. 

Il est donc démontré que, si Ton choisit h corame il a été expliqué 
plus haut et k conformément ä la condition (196), le nombre total des 
intégrales réguliéres de Téquation (168) est egal au plus grand entier 

contenu dans le nombre 

8 

k — h+i' 

S désignant, comine plus haut, le nombre total des racines communes 
aux fonctions (177) et (191). En d^autres termes, dire que Téquation 
(168) admet un nombre donné s d'intégrales réguliéres, cela revient ä 
dire que le nombre des racines communes aux fonctions (177) et (191) 
est, au moins, egal ä s{k — h + O- 

26. Désignons la fonction (191) par 0{p) et posons 

F{p) = $Mp) + ^,F,{p) + . . + ^,F,{p\ 
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f 1 > ^a > • • > Ca désignant des variables auxiliaires. Pour exprimer que 
Téquation (i68) posséde s intégrales réguliéres, il suffira d'écrire que les 
fonctions F{p) et (!>(/>) ont s{k — Ä+ O raciiies communes quelles que 
soient les valeurs de fj , Cj , . • » ^a- 

En vertu de la formule (175), 0{p) est une fonction entiére ration- 

nelle de p de degré 

{n — (T){k + i) = w 

et pourra 8'écrire sous la forme 



<^ip)= <Po/>"+ <Piyt;"-^ + . . + <P«, 

0Q désignant la puissance k -f i*^™* de p^^ et les autres 0,, des expres- 
sions entiéres et rationnelles, ä coeflFicients entierp, par rapport aux para- 
métres fi. D'aprés ce que nous avons vu au n° 23, Texistence d'un 
nombre donné de racines communes ä F{p) et 0{p) s'exprime par un 
nombre fini de relations de la forme 

H désignant une serie procédant selon les puissances de 

et des coefficicnts de F{p) et ayant pour coefficients dos nombres ration- 
nels; considérée comme fonction de ^i , fj, . . , f^j Ä" est une fonction en- 
tiére rationnelle puisque son degré par rapport aux coeÖlcients de F{p) 
est nécessairement inférieur a un certain nombre fini. Par conséquent, 
en égalant ä zéro chacun des coefficients de la fonction H (considérée 
comme fonction de c, ? c, , . . , så) on obtiendra un nombre fini de relations 
de la forme 

(198) K = o, 

K désignant une fonction entiére par rapport a -^— et aux paramétres fi^ 

(lönt les coefficients sont des polynomes entiers, a coefficients rationnels, par 
rapport aux no^nhres r. D'ou ce théoréme: 

Etant donnés une équation différentiélle (168), so^i ordre n et le degré 

Åeta malHematiea. 18. Iniprliué le VA noveiubrc 1B94. 53 
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n — (T de son équation déterminante, mi peut touJourSy par une siiite finie 
d^opératmis arithmétiques, trouver une siiite finie de relations de la forme 
(198) qui expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que V équa- 
tion proposée (uhnette, dans le voisinaf/e de x = o, un nombre donné d'inté' 
grales réguliéres. 

Ces relations (198) expriment les conditions dont il s'agit tant que 
les paramétres ^ restent dans Tintérieur d'un domaine U, fixé arbitrare- 
ment ä Tavance par des conditions de la forme (176) et (176'). 

Nous sonimes donc parvenu a la solution compléte du probléme que 
nous nous étions proposé, a savoir de trouver les relations qui expriment 
Fexistence d'un nombre donnc d'intégrales réguliéres d'unc équation li- 
néaire donnée. Mais il convient d'ajouter que ce resultat ne perinet pas, 
du moins dans le cas general, de décider, par une suite finie d^opérations 
arithmétiques, si Téquation proposée posséde des intégrales réguliéres ou 
non; car les seconds membres des relations (198) sont, en general, des 
fonctions entiéres transcendantes, Nous avons trouvé plus haut (n®* 14—16), 
il est vrai, une suite de critéres algébriques qui permettent de résoudre 
le probléme dans des cas étendus. Mais en méme temps, nous avons 
reconnu Texistence de certains cas d'exception ou les operations algé- 
briques ne conduisent pas a bonne fin. A cause de ces cas et de la 
nature transcendante des fonctions Ky il n'est pas encore possible de ré- 
pondre a la question sui vante: 

Peut-on toujours, par une suite finie d'opérations arithmétiques, dé- 
cider combien une équation linéaire a coeflficients rationnels posséde d'in- 
tégrales réguliéres? 

La solution de ce probléme, si jamais on pourra la trouver, dépe;ndra 
sans doute d'une étude approfondie des fonctions déterminantes (1 77) ou, 
ce qui revient au méme, des fonctions K. 



Dans ce qui précéde, nous avons toujours supposé que Téquation 
considérée (15) ou (168) fi\t privée du terine en ^J^ . Gette hypothése 

fix 

est toujours legitime puisqu'une équation quelconque peut se ramener 
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immédiateinent a ce cas par une transformation connue; mais, pour la 
théorie des intégrales réguliéres, une telle transformation pourra introduire 
certaines difFicultés de sorte que, dans beaucoup de cas, il sera préférable 
d'aborder Tétude de Téquation donnée sans ^ucune transformation pré- 
alable. En opérant ainsi, les déterminants infinis que Ton rencontrera 
ne seront plus de la forme normale, de sorte que les méthodes employées 
plus haut ne seront plus applicables. Il faudra, dans ce cas, se servir 
d'une classe plus générale de déterminants infinis, déterminants dont nous 
avons établi la convergence dans une note publiée aux Comptes rendus 
de TAcadémie de Paris, le 30 janvier 1893. 
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NOTE ADDITIONNELLE 

å Tarticle 

SUR LES CARACTÉRES DE CONVERGENCE DES SERIES A TERMES POSITIFS 
ET SUR LES FONCTIONS INDÉFINIMENT CROISSANTES. 

Je in'aper<?ois tardivemenfc que certaines considérations développées 
dans mon artide ))Sur les caractéres de conver<jence des series a termes 
positifs et sur les fonctions indéfiniment croissantes»,^ en particulier au 
n** 1 5, se trouvent, sous une forme un peu diflFérente, dans les Mémoires 
de Du Bois-Reymond (Math. Annalen, t. ii, 1877) et de M. Pincherle 
(Mem. Ac. Se, Bologne, 4® serie, t. 5, 1884). Ces Mémoires laissent d'ail- 
leurs subsister coinme in'appartenant Tapplication aux series et les géné- 
ralisations des n"*" 19 — 21. 

J. Hadamard. 



* ci-dessus, pag. 319 — ^6, 

ODglet. 
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